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O propdsito deste guia é ajudar todos os interessados a compreender os aspectos mais
técnicos do emergente comunismo cibernético. Sobre ele, até agora, ha alguns escritos mais
introdutdrios e outros muito avangados, ! com uma notéria auséncia de quaisquer “pontes”
entre eles. Na CibCom, pretendemos transcender esta situagdo; queremos orientar os recém-
chegados nessa iniciativa escorregadia que é adentrar o territério de questoes matematicas ou
informaticas sem nunca termos nos especializado nelas, ou depois de ndo termos trabalhado
com elas durante algum tempo. O publico em geral podera consultar este documento quando
encontrar dificuldades na interpretagao de uma ideia ou expressao algébrica num daqueles tex-
tos. Este trabalho acabou ficando especialmente extenso porque nao quisemos pular nenhuma
das explicagdes que sdo normalmente assumidas como ja compreendidas nos tratados sobre
este tema.

Em qualquer caso, antes de prosseguirmos naquilo que nos traz aqui hoje, vale a pena
recordar o contexto que, por quase trés séculos, tem proporcionado a razdo de ser destas in-
vestigagoes.

1. Introducio

A planifica¢do socialista da economia - a bandeira do ciber-comunismo - ¢ uma das ma-
neiras de organizar e coordenar a produgdo nas sociedades modernas, caracterizadas por uma
divisao técnica do trabalho altamente desenvolvida. Diante dela se ergue, de maneira antago-
nica, a economia de mercado hoje predominante, a qual produz e reproduz no mundo uma
realidade historicamente singular .

Na sociedade capitalista, caracterizada pela propriedade privada dos meios de produgao,
a coordenagdo consciente da economia ¢ inexistente e a organizagdo se d4 no nivel atémico
(nas empresas). O “planejamento capitalista’, apesar do quanto se beneficiou dos grandes ava-
ngos tecnologicos das ultimas décadas, tem lugar apenas no interior de cada empresa e, mais
importante, estd fundamentalmente orientado para as expectativas de lucro. No nivel inter-
empresarial, na relagdo entre diferentes empresas privadas, nao se trata do fato de nao haver
um planejamento harmonioso, e sim de que nio existe planejamento nenhum. > Apenas a pos-
teriori, e segundo a légica do automatismo cego e impessoal do mercado, é que se consegue
coordenar as diferentes unidades produtivas a fim de satisfazer as demandas das pessoas. Estas

Ver a riquissima literatura representada pelas obras originais de Otto Neurath, Wassily Leontief,
Leonid Kantorévich, Oskar Lange, Viktor Glushkov, Nikolay Veduta, Stafford Beer, Paul Cockshott e
Allin Cottrell, Jan Philipp Dapprich, Spyridon Samothrakis, Tomas Hardin, etc.

20s mais firmes defensores do capitalismo, os economistas austriacos, propagando um evidente es-
pantalho, negam diretamente a propria possibilidade de uma coordenagdo consciente no nivel social. A
partir dos seus pardmetros, planificar (ou resolver o problema da atribui¢do numa economia socializa-
da) implicaria necessariamente em deixar nas maos de uma unica autoridade o papel de tomar todas as
decisdes econOmicas. Para isso, esta autoridade teria de ser omnisciente; ou seja, ela teria de ter acesso
a informagdo econdmica mais detalhada e conhecer a melhor utilizagdo para cada um dos milhoes de
recursos que compdem a economia. Dada a dbvia impossibilidade de tal autoridade, os austriacos pro-
poriam como unica solugdo eficiente para o problema da atribui¢do o mecanismo descentralizado do
mercado [1].
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demandas (que por vezes se tratam das necessidades humanas mais bésicas) serdo satisfeitas,
ou nao, exclusivamente de acordo com o nivel de renda de cada pessoa e com a disponibilidade
de mercadorias que o nosso espago nacional tenha na cadeia global de suprimentos.

Coordenagdo

Objetivo

Emprego

Tabla 1: Tabela comparativa entre sistemas.

Aquilo que os apologistas do capitalismo nos vendem como sendo uma organizagao ra-
cional da produgao, se revela como algo radicalmente problematico devido as suas dinamicas
intrinsecas, com resultados desastrosos tanto para a humanidade como para o meio-ambiente.
Muitas das caracteristicas da nossa realidade econémica, como a extrema desigualdade de ren-
da e as recessoes, sdo consequéncias necessarias das relagdes sociais de produgio e, portanto,
propriedades duradouras e essenciais do capitalismo, ao invés de acidentais ou transitdrias.
Apesar dos prognosticos dos defensores do mercado, tudo isso continua ocorrendo, com os
imensos dramas humanos acarretados.

Essas dindmicas sdo a fonte de incontaveis conflitos politicos. A polarizagdo permeia as
nossas sociedades e é exacerbada a cada nova crise. A incapacidade de se exercer um con-
trole social sobre a atividade econdmica atomizada se materializa na absoluta prostracao das
“democracias liberais” diante dos designios e necessidades do capital. Todas elas sao, por si
s0, razdes suficientes para que investiguemos a possibilidade de uma alternativa organizacio-
nal consciente e democratica. Nao obstante, por detrds de todas elas assoma, com ainda mais
urgéncia, a necessidade de evitar que o capitalismo deteriore a capacidade do planeta de sus-
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Figura 1: Médias mensais de concentragdo de CO2 (em ppm) (pontos vermelhos),
junto com a tendéncia do COz (linha azul)[3].

tentar a vida.

Apesar do nosso planeta ter dindmicas que permitem a renovagao de recursos imprescindi-
veis para sustentar qualquer forma de vida, a produgdo de mercadorias excede constantemente
os seus limites biofisicos. A longo prazo, este sistema constitui um perigo para a continuidade
da vida humana. As mudancas climaticas e a limitagdo dos recursos estdo apenas comecando
a manifestar-se. A nossa situagdo atual nao passa de uma antesala do que esta por vir: as pri-
meiras crises de escassez, grandes dificuldades para a agricultura em vérias zonas do planeta,
emissdes cada vez maiores dos gases do efeito estufa, regides inteiras se tornando aridas e inun-
dagdes em outras, etc. [2] A isto soma-se o colossal desperdicio de recursos que ocorre todos
os anos pela proporgao de bens que nao conseguem ser trocados. Este sera o maior desafio glo-
bal que a humanidade tera de enfrentar em sua curta mas frenética histéria - um desafio que o
proprio mercado gerou e do qual dificilmente podera nos salvar. A sua imperiosa necessidade
de crescimento torna o capitalismo incapaz de enfrentar esse desafio; o seu comportamento
revela-se, a luz deste novo perigo, ainda mais irracional e nocivo.

Apesar das evidéncias, economistas, politicos, intelectuais, social-democratas, liberais e
outras tendéncias politicas tentam ha anos encontrar solu¢des que, de alguma maneira, elimi-
nem magicamente os efeitos “negativos” do mercado sem alterar aquilo que consideram ser
o maior éxito do capitalismo, a acumulagdo; ou seja, sem alterar a sua natureza. Desta forma,
evitam ter de pensar e aceitar as dificuldades de se transformar a base econdémica da sociedade.
No entanto, eles ndo parecem estar conseguindo resolver nenhum desses problemas: os ava-
n¢os momentineos do movimento operdrio estdo em pleno recuo com o desmantelamento
do chamado “estado de bem-estar social”; o desemprego persiste e as crises sociais continuam
na ordem do dia; a polui¢do continua a agravar-se e a transi¢ao energética ndo progride como
previsto; a acumulagdo capitalista sofre repetidas limita¢des e o descontentamento incentiva
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as forcas politicas que corroem as institui¢oes fundamentais para sustentar a reprodugdo do
capital.

Nossa proposta é atacar o problema pela raiz: propomos a alternativa de um planejamento
democratico, consciente e racional da economia, para que seja possivel enfrentar estes e outros
desafios, mas também para podermos escolher livremente o nosso destino como sociedade.
Seria isso por acaso uma quimera utdpica, como nos vendem diariamente os grandes meios
de comunicagao capitalistas? Isso ja nao foi tentado anteriormente, com resultados desastro-
sos? O planejamento nao ¢ uma ideia novissima, surgida nas ultimas décadas. O movimento
tabalhador tem considerado a op¢ao de uma economia planificada em oposigdao a desordem
capitalista desde o século XIX. Estas ideias podem ser rastreadas através das diferentes expres-
sOes organizacionais e politicas da nossa classe, especialmente nas I, II e III Internacionais. O
triunfo da Revolugdo de Outubro permitiu que, a partir do final da segunda década do século
XX, fosse levada a cabo a mais ambiciosa aproximacdo do planejamento econdémico de toda a
histdria, na Uniao Soviética.

Depois de enfrentar uma contra-revolugao armada em uma guerra civil sangrenta e des-
trutiva que durou 6 anos, a economia soviética encontrava-se em condi¢des absolutamente
precarias. Ap6s um curto periodo de Nova Politica Econdmica com elementos capitalistas, o
contexto de isolamento internacional e a necessidade de um rapido desenvolvimento indus-
trial levaram os soviéticos a tentar organizar racionalmente uma economia nacional centrada
na auto-suficiéncia. Este desafio era imenso: tratava-se de uma gigantesca extensao territorial
onde o capitalismo havia sido implantado apenas parcialmente , com relacdes sociais mais
proximas do feudalismo [4]. No primeiro plano quinquenal de 1928, o objetivo era transfor-
mar uma economia predominantemente agraria em uma economia com uma forte base na
industria pesada. Nessa etapa, a sociedade soviética experimentou um rapido crescimento de
riqueza: “A renda nacional soviética, a precos constantes de 1928, cresceu mais de 60%” entre
1928 e 1933 [4]. A planificagao economica conseguiu estabelecer a URSS como uma poténcia
mundial, apesar do seu 6bvio atraso inicial e de ter de simultaneamente repelir os nazistas,
naquela que foi uma das invasdes mais destrutivas de que se tem memoria.

Entretanto, apds as significativas realizagdes dessa primeira fase de planificagao, em breve
surgiriam problemas na organizagdo de uma economia cada vez mais diversificada e complexa
- problemas como a escassez e a falta de coordenagdo nas cadeias produtivas que a URSS iria
experimentar até o seu desmantelamento nos anos 90. Isto se deve, em parte, aos métodos
de planejamento insatisfatdrios adotados naquele momento, diante da auséncia de capacidade
computacional. A titulo de resumo, podemos dizer que, sem a capacidade para processar de
maneira eficaz as informacdes economicas por meio de célculos eletronicos, o sistema soviético
sofria dos seguintes trés problemas:

1. Uma vez que o érgao de planejamento ndo conseguia calcular o quanto custava em mao-
de-obra direta e indireta para se produzir cada bem, os precos destes bens acabavam
sendo fixados com base em critérios subjeivos (“o mais bdsico’, o mais barato, “o mais
supérfluo’, o mais caro, etc.). [5, 6]. Assim, bens que eram relativamente dificeis de se
produzir eram vendidos a precos bem abaixo do seu custo, levando ao desabastecimen-
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to do lado dos consumidores e a desajustes na contabilidade do Estado. Este ponto ¢
discutido em maiores detalhes no Apéndice A.

2. O planejamento ndo partia da demanda real da sociedade, mas sim do estabelecimento
de objetivos de produgdo bruta (em toneladas de carvao, ferro, etc.). Em outras pala-
vras, ndo se consideravam os produtos finalizados consumidos pela populagdo para se
determinar as quantidades necessarias de matérias-primas; ao invés disso, era estimada
uma quantidade base de matérias-primas, a fim de gradualmente se produzir diferentes
bens até que estes chegassem, na medida do possivel, as maos das pessoas. Isto resultava
num grande desperdicio de recursos humanos e materiais que, no longo prazo, acabou
sobrecarregando os soviéticos.

3. Como consequéncia, se conservou a utiliza¢do do dinheiro como unidade de calculo e
método de pagamento. Isto é problematico nao apenas porque, como demonstram [7],
[8] y [9], isso acaba gerando altas desigualdades de maneira espontinea e, por conse-
guinte, conflitos politicos incompativeis com a verdadeira democracia que almejamos,
mas também devido a uma questdo mais profunda: que informagdes fornecem as ex-
pressdes monetarias ou os precos de mercado? Sendo generosos, a quantidade relativa
de trabalho socialmente necessario para se produzir um bem e sua escassez relativa [10].
Questdes como quanta polui¢do ¢ gerada na produciao de um bem, o tempo necessario
para que os ecossistemas regenerem uma matéria-prima ou o sofrimento produzido nos
trabalhadores sdo agrupados na categoria das “externalidades negativas”, incorrendo nu-
ma perda sistematica de informagdes que prejudica a operagdo do sistema.

Diante do progressivo desgaste gerado por estas insuficiéncias do planejamento nao in-
formatizado, a restauracdo do sistema mercantil foi abrindo seu caminho na URSS através de
varias reestruturagoes. Desde a “reforma Kosygin” até a culminagdo deste processo sob a Pe-
restroika, as conquistas do socialismo soviético foram sendo gradualmente revertidas até sua
destrui¢ao e posterior substitui¢ao pela barbarie nacionalista e neoliberal que hoje domina as
atuais ex-republicas soviéticas.

A situagdo atual é bem diferente. As inovagdes tecnoldgicas das ultimas décadas, junta-
mente com o estudo dos problemas da planificagdo nos paises socialistas, possibilitaram uma
teorizagdo do planejamento sem precedentes. A democracia direta e o cdlculo em espécie emer-
gem como pilares fundamentais: em vez de reduzir a racionalidade econémica a uma variavel
unidimensional como a lucratividade monetaria, a contabilidade em unidades fisicas, integra-
da em algum sistema de deliberagdo publica, permite que se assuma organicamente critérios
multidimensionais tais como recomendagdes cientificas (ecologia, saide publica, etc.) e va-
lores ético-politicos (dignidade laboral, justica intergeracional, solidariedade internacional,
etc.) [11, 12]. Como diziamos no principio, com o propdsito de ajudar a compreender estas
novas técnicas de coordenacao, este documento pretende ser uma introdugéo a expressao for-
mal das mesmas.

Em particular, este artigo abordara trés topicos principais: calculo matricial, otimizagao
(ou programagao linear) e complexidade computacional. Cada um destes tdpicos visa respon-
der, respectivamente, a problemas de logistica (como garantir que seja produzido exatamente
aquilo que se demanda), desenvolvimento (como atualizar a nossa produ¢ao em relagio a si-
tuagdes sociais e tecnoldgicas em tansformacao) e de viabilidade (como ter a certeza de que os
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calculos sejam realizados num tempo razoavel e com suficiente aproximagao).

Cabe aqui esclarecer que ao nos mantermos no ambito “técnico” do planejamento - isto
é, nos campos da matemadtica e da informadtica - estamos intencionalmente omitindo todos
os requisitos politico-juridicos igualmente necessarios para a organizagiao consciente e demo-
cratica da produgido de bens e servigos. Esse topico por si s6 é bastante amplo, e seguiremos
tratando dele em artigos futuros.

Planejemos!
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2. Calculo matricial

Provavelmente o leitor ja se perguntou mais de uma vez sobre por quais processos produ-
tivos tem de passar um produto, por exemplo um telefone celular, antes de chegar a nossa casa
ou em uma loja num estado funcional. Como pode imaginar, ¢ um processo tremendamente
complexo, que inclui desde a geragdo de energia e extragdo mineral até a fabricagao dos semi-
condutores e dos plasticos utilizados, entre muitas outras coisas.

O mercado ndo coordena de diretamente todos esses processos como um todo, todavia,
apesar da sua atomicidade, é capaz de vincular as diferentes unidades produtivas no nivel mun-
dial para satisfazer uma demanda efetiva. Os mecanismos basicos através dos quais o seu me-
tabolismo social é regulado sao: 1) a disciplina exercida pela concorréncia entre as empresas
e 2) o sistema de precos e os fluxos do dinheiro. Estes, juntamente da retroalimentagdo que
geram, resultam em uma rede de sinais e fluxos de informagédo capaz de incorporar de forma
indireta os custos materiais sociais nos custos monetarios das mercadorias.

Nossa proposta pretende superar estes mecanismos e ser no minimo téo eficaz quanto eles
na organizag¢do do processo produtivo. Coloquemo-nos por um momento no lugar do comité
de planificac¢ao designado para coordenar a economia como um todo, dentro dos parametros
decididos pelos cidadaos. Como farao estes funcionarios publicos para organizar corretamente
a distribuicdo e a produgao de recursos? Como poderao resolver problemas logisticos de abaste-
cimento e de estoque, de tal maneira que ndo se gere escassez, na auséncia de concorréncia? Para
isso, é necessario ser capaz de capturar e tratar cientificamente as relagdes entre as diferentes
unidades produtivas. Consequentemente, no minimo, deve ser capaz de calcular os custos so-
ciais de producdo de cada tipo de bem de forma direta e precisa, e ndo como o resultado de
leis que escapam ao controle consciente dos seres humanos. Pois bem, para se conseguir fazer
isso e captar o metabolismo social ¢ agora possivel utilizar aquilo que se denomina como uma
“matriz tecnoldgica”. Gragas a ela poderemos saber, de uma forma muito mais rigorosa do que
nos tempos da URSS, a avaliacdo adequada para cada bem, assim como a quantidade de re-
cursos que sao necessarios ao longo do seu processo produtivo. Mas para podermos defini-la,
devemos primeiro explicar o conceito de matriz e as suas propriedades.

2.1. O que sao matrizes e 0 que podemos fazer com elas?

Uma matriz ndo é nada mais e nada menos do que um arranjo bidimensional de nimeros
- ou seja, um conjunto de numeros ordenados em linhas e colunas. Formalmente, uma matriz
A com n linhas e m colunas é definida como

ail di2 A4arsz ... dim
a1 d22 43 ... dA2m

A = s
ap1 ap2 Aap3 «eo Apm
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ou, de maneira abreviada, A = (a; j)i=1,...n,j=1,..m; Observe que a; ; é¢ simplemente o niimero
que ocupa a i-ésima linha e a j-ésima columna. Diremos neste caso que A é uma matriz n X m.

O leitor ndo deve se assustar com tantos subscritos, porque a ideia por detras destes objetos
¢ bem simples: uma matriz é uma tabela (ordenada) de nimeros. Para se conhecer a posigao de
qualquer elemento de uma tabela, basta conhecer sua linha e sua coluna. Por si mesma, uma
matriz ndo significa nada, mas isso ndo significa que ndo possamos dar-lhe um significado.
Uma matriz com uma tnica linha e coluna pode ser entendida como um niimero. Por outro
lado, para definir um ponto geografico no globo terrestre, um tinico nimero nao ¢ suficiente,
necessitamos de pelo menos dois (latitude e longitude), que poderiam ser representados por
uma matriz com uma linha e duas colunas ou com duas linhas e uma coluna. Outro exemplo
de utilizacdo de matrizes, mas com mais filas e colunas do que antes, seria a informagdo de um
catalogo com 20 modelos de carros classificados por 5 caracteristicas diferentes: peso, altura,
poténcia, nimero de portas e preco. Essas informagdes poderiam ser condensadas em uma
matriz com 20 linhas e 5 colunas, ou com 5 linhas e 20 colunas, dependendo da escolha do
leitor: ndo ha nenhuma razdo matematica para se escolher uma das duas op¢des; no entanto,
a primeira opgdo ¢ a que seria mais comum para um catalogo.

Um tipo muito especial de matrizes que sdo amplamente utilizadas no nosso dia-a-dia sao
as matrizes de uma unica linha e duas colunas, uma vez que, como ja dissemos, podem re-
presentar pontos em um plano. Por exemplo, p = [1, 2] seria, ajustado a uma unidade de
distancia, o ponto do plano cuja latitude é 1 e cuja longitude é 2. Assim, os pontos poderiam
ser representados em um mapa. Em geral, as matrizes linha sao matrizes com uma unica linha
e as matrizes coluna sdo matrizes com uma unica coluna; estes tipos de matrizes sdo chama-
das vetores linha e coluna, respectivamente. Outro tipo peculiar de matrizes sdo aquelas com
o mesmo numero de linhas e colunas, que sdo chamadas de matrizes quadradas, e possuem
propriedades matematicas especialmente importantes.

Agora que sabemos 0 que é uma matriz, vamos ver as operagoes em que ela pode estar
envolvida.

2.1.1. Soma de matrizes

A primeira opera¢do que pode nos ocorrer ¢ a soma de matrizes. Como poderiamos definir
esta opera¢do? Primeiramente observamos que adicionar matrizes com numeros diferentes de
linhas ou de colunas ndo parece muito significativo. A seguinte defini¢ao de adi¢ao de matrizes
requer que ambas as matrizes envolvidas tenham exatamente o mesmo nimero de linhas e
colunas. Formalmente, sejam A e B matrizes da forma

ail ai2 a3 ... aip bii b1z b1z ... bin
as1 dasz a3 ... don, ba1 baa bas ... bap

A = N B = s
anp,1 A4p2 Aap3 oo Apm bn,l bn,2 bn,3 cee bn,m
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entao definimos a matriz soma de A e B como sendo

ai1+bin aia+bip aiz+biz ... aim+bip

as1+bo1 asas+boo asz+basz ... asy, +bay,
A+ B := ) ) ) ) ,

ap.1 + bn,l anp2 + bn,2 anp3 + bn,3 oo Apm + bn,m

ou seja, a matriz soma é a matriz cujo elemento na i-ésima linha e na j-ésima coluna é a
soma dos respectivos elementos de A e B que ocupam essa posi¢ao. Nao ha nenhum misté-
rio, somar matrizes ¢ simplesmente escrever a matriz cujos elementos sao as somas, “célula”
a “célula” * das matrizes envolvidas. Note-se que A + B = B + A, ou seja, a soma de matriz é
uma opera¢ao comutativa.

De forma semelhante, podemos definir a subtracio de matrizes:

aj 1 —big aip—bio aiz—>biz ... aim—binm

as1 —bao1 aso—bas asz—>baz ... as,—bay
A-B:=

anp1 — bn,l an?2 — bn,2 ap3 — bn,3 eee Apm — bn,m

Um exemplo concreto desta operagdo seria

1—43+0,543 1,50 0 6
3319 5 0,1 -11 30 3,2 =2 35

2.1.2. Produto de matriz por um escalar

Seja w um numero real qualquer, entdo definimos o produto de um niimero por uma matriz
da seguinte maneira:

wap1r waiz2 waisz ... Wdinm

waz1 wdz2 wdzs3 ... Wdan,
wA =Aw :=| ) ) ) ,

way1 Wwdap2 Wap3z ... Wdpmnm

ou seja, o conteudo de cada célula é multiplicado pelo escalar w (que nada mais é do que um
nimero constante - por exemplo, w = 4). Poderiamos dizer que, ao multiplicar a matriz por
um escalar, estamos literalmente “ajustando a escala” de toda a matriz por esse numero, dai o
nome. Note-se que como o produto de dois niimeros reais é comutativo, a multiplicagdo esca-
lar de uma matriz também é.

3 As vezes, as matrizes sio referidas pelo nome de tabelas, cujos elementos se encontram dentro de
células. Estes aspectos técnicos sdo especialmente comuns em dominios relacionados com a informatica.
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2.1.3. Produto de matrizes

A proéxima operacgao entre matrizes que se pode pensar ¢ a multiplicacdo ou produto de
matrizes. A soma de matrizes e a multiplicagdo escalar foram definidas no formato “célula”
por “célula”, contudo, este NAO ¢ o caso para a multiplicagio de matrizes.* A razdo pela qual a
definicdo padrao da multiplica¢ao de matrizes ndo segue esta regra pode nao ser 6bvia ao prin-
cipio, mas, ainda assim, é a defini¢do mais util devido a sua intima relacdo com as equagdes
lineares e os mapeamentos.

Recordemos que estamos definindo operagdes entre matrizes; se garantirmos que essas
operagdes estejam bem definidas, tudo é valido como defini¢do, mas se elas nos sao uteis ou
ndo é outra questdo. Para um matematico nio faz sentido questionar as defini¢oes em si, elas
ndo precisam ser provadas, apenas a sua consisténcia e as suas propriedades. Antes de definir o
produto de matrizes em geral, vamos defini-lo para casos especificos. Vamos definir o produto
de uma matriz A com n linhas e m colunas por uma matriz coluna (ou vetor coluna) x com m
linhas:

aixy+aioxo+aizxs+ ...+ a1 mXm
ail ... arm||x1 a1X1 +azoeXgo +as3xz+ ...+ a2 mXnm

02,1 Cllm X9

Ax
ajixi1tajoxot+aj;jsxs+...+a;mxn

anl - Aum| |Xm

ap1X1 +dap2Xo +ap3xX3+ ...+ dpmXm

O leitor ndo precisa entrar em pénico! A regra é muito simples: 1) pegar a primeira linha da
matriz e multiplica-la pelo vetor, elemento por elemento, e somar os resultados; 2) colocar o
resultado da soma na primeira linha do vetor coluna resultante; 3) repetir a operagao com as
seguintes linhas da matriz (mas colocando o resultado do primeiro passo na linha correspon-
dente do vetor coluna resultante).

Un exemplo concreto de produto de matriz por vetor seria

0,1 0,40{ |2 0,1-2+40,40-3 1,4
0,50 0,25( |3 0,50-2+0,25-3 1,75

A partir de uma matriz com n linhas e m colunas e um vetor coluna (com exatamente m
linhas), obtemos um vetor coluna com # linhas.

Prosseguindo, passamos a defini¢ao da multiplicagao de matrizes em geral, da qual a mul-
tiplicagdo matriz-vetor é um caso particular. Sejam A uma matriz com »n linhas e m colunas e
B uma matriz com m linhas e p colunas. Se escrevermos

“Embora exista uma defini¢cio de produto que funciona de maneira semelhante & soma, chamada
de produto de Hamadard, utilizada no algoritmo JPEG.
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by, fbys

b2,2 b23
a1,1| al,zm O
a,,|a,,

Figura 2: Ilustragao grafica do produto de matrizes.

a1 dai2 aig ... dim
asy1 daz2 a4z ... dam
A=

anp,1 dp2 Aap3 ... dpm

e ] ;

b]q]_ b]_y? b]_,?) ee b]_’p

ba1 boa baz ... bo)

B = . . . . ’
bui bm2 bmz ... by
entdo definimos a multiplicagdo de A por B como sendo a siguente matriz de n linhas e p

colunas: ) )
1,1 €12 ... Cip
c21 €22 ... C2p

AB = ,
Cnl Cn2 ... Cpp

onde Cij= ai,lbl,j + ai’zbz’j + ai,gbg’j +...+ a,-,mbm,j

paratodoi=1,.,nej=1,..,p,

ou seja, o elemento que ocupa a i-ésimalinha e a j-ésima coluna da matriz do produto é a soma
das multiplica¢des elemento por elemento da i-ésima linha de A pela j-ésima coluna de B. Ob-
servamos que 1) para que esta defini¢do faca sentido, o nimero de colunas de A deve coincidir
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com o nimero de linhas de B e 2) a matriz resultante possui o mesmo nimero de linhas que
A e 0 mesmo nimero de colunas que B. Consequentemente, se o nimero de linhas de A ndo
coincidir com o nimero de colunas de B, entdo a multiplicagdo BA nio estd bem definida e,
portanto, a propriedade comutativa ndo é verdadeira, em geral. Nao obstante, poderiamos nos
perguntar se no caso de A e B terem n linhas e n colunas, seria valida a propriedade AB = BA?
A resposta, ao contrario do que ocorre na soma das matrizes, é negativa: em geral, o produ-
to de matrizes ndo tem comutatividade. Vejamos dois exemplos simples deste fenomeno. O
primeiro:

R

enquanto que

0 10{|2 -3| _
3 -1||7 5|

O segundo exemplo:
0 11 1}
0 1|0 o
1o1lfo 1]
0 oflo 1|

2.1.4. Matriz identidade e matriz inversa

2.0+ (-3)-3 2-10+(=3)- (-] [-9 23
7-0+5-3  7-10+5-(=1) | |15 65|

3.2+(=1)-7 3-(=3)+(=1)-5
Joo
o ol
o 2
o of

0-2+10-7  0-(=3)+10-5 | [70 50
-1 -]

0-1+1-0 0-1+1-0
0-1+1-0 0-1+1-0

enquanto que

1-0+1-0 1-1+1-1
0-0+0-0 0-14+0-1

Definimos a matriz identidade de dimensio n como

n colunas

ou seja, a matriz quadrada cujos elementos diagonais (aqueles que ocupam a linha com o mes-
mo numro da coluna, ou seja, os elementos da forma a; ;) sdo uns e que tem o resto das entradas
nulas. Observe que para uma matriz identidade 1,” é vélido que Ix = x para todos os vetores

>Com I vamos nos referir a qualquer matriz de identidade.
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coluna x, dai o seu nome.

Diremos que C é a matriz inversa de A caso se verifique que
AC=CA=1. (1)

A seguir veremos que existe no maximo uma unica matriz inversa para qualquer matriz qua-
drada, pelo que se justificara se referir 4 matriz A~ que verifica

AATT =ATTA=]

como sendo a matriz inversa de A. Com efeito, se C; e Cy verificam (1) (ou seja, se houverem
duas matrizes Cy e Cy para as quais a equagao (1) é valida para uma matriz A), entdo

C1=C1l =C1(AC)) = (C1A)Cy = ICy = C,

onde levamos em conta que F(GH) = (FG)H para quaisquer matrizes quadradas F,G, H
de mesma dimensio. ° E possivel provar que se A~ existe, entdo A é uma matriz quadrada.
Se houver A~ e B™!, entdo é valido que (AB)™! = B~1A~1/

2.1.5. Matriz transposta

Dada uma matriz

a, di2 4i3z - dim

a1 dz2 423 - A2,
A= ,

ap,1 dp2 Aap3 - dpm

definimos a matriz trasposta de A como sendo

a1l 4zl d4sil ... d4api

T a2 dz2 432 ... 4p?2
A = ,

ain d2n, 4A3n ... Apunp

®Esta propriedade é chamada associatividade e deve ser provada. Sua prova ¢ trabalhosa, mas sim-
ples. Uma maneira alternativa seria utilizar o fato de que uma matriz representa uma funcio linear, que
o produto de matrizes representa a composi¢ao das funcgoes lineares correspondentes, e que a compo-
sicdo de fungdes satisfaz a propriedade da associatividade de maneira trivial.[13, Capitulo 9].

"Em [14] podemos consultar um algoritmo elementar para se calcular a matriz inversa de A (se ela
existir) usando o método de eliminagdo Gaussiana utilizado para resolver sistemas de equagdes lineares
e que sera explicado e terd a sua complexidade computacional provada na Secdo 2?.
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ou seja, AT ¢é a matriz A “trocando as linhas pelas colunas”. E evidente que (AT)" = A. Por
exemplo, se

1 1
A= ,
00
entao
AT — 10
1 ol’
ou se
X = [X1, .00 Xm] S
entao
X1
x! =
Xm

2.1.6. Relagao entre as solugdes de sistemas de equagdes lineares e as matrizes
inversas

Antes de concluir esta se¢ao, vejamos a relagdo que existe entre matrizes inversiveis e siste-
mas de equagdes lineares com solucio tnica. ® Comecemos com um exemplo particularmente
simples. Considere o seguinte sistema de equagdes lineares:

x+y=1
(2)
x—y=1

Como poderiamos expressar estas relacdes de maneira matricial? Podemos expressar o sistema
(2) da seguinte forma:

1 1] |x| |t
1 -1||y| |1

Ou seja, se consideremos A = bl , isto é, a matriz cujos elementos sao os coeficientes do
sistema de equacoes lineares e ¢ = [1,1]7 , resulta que o sistema (2) pode ser representado
como
A Yl = c
Yy

Se resolvemos o sistema (2) por meio da soma da primeira equagdo com a segunda, obtemos

2x = 2 e, portanto, x = 1 e y = 0. Por outro lado, hé outra forma interessante de resolver esse

1
2
=k

2

problema: aplicando o método descrito em [14] ou na Secdo 4.3, obtemos que A~! =

NI— N|—=

8Conhecidos como sistemas de equagdes lineares compativeis e determinados.
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Manipulando a equacio (2.1.6) multiplicando ambos os lados por A™! pela esquerda, te-

mos que:
Ale = g
y
S s Y o . .
Resulta que A . =] 1l= ol que ¢ a solugdo que ja haviamos obtido anterior-
272

mente.” Isso ndo se trata de uma coincidéncia. Vejamos a seguir o caso geral do fendmeno
que acaba de ocorrer. Consideremos o seguinte sistema de equagdes lineares com incégnitas
X1y eees X

ajxitaixe+...+aymXm = y1

asi1xy+agoxo+ ... +a2 Xy, = Y2

ap1X1 +ap2Xo + ...+ Ay mXm = Yn

com a; ;,y; dados paratodoi = 1,...,ne j = 1,...,m. Ocorre que (3) equivale a resolver o
problema de encontrar o vetor coluna x tal que

Ax =1y, (4)
com A = (a4 )i=1...nj=1,..m €Y = [V1,os Ym]"

Observe que se A~ existe, multiplicando ambos os lados da equagio (4) por A~! pela es-
querda, obtemos que A~!Ax = Ix = x = A~ly e, portanto x = A~ly é a solugio de (3).

Este método de resolu¢do de sistemas pode a principio parecer complicado ou magante
demais para ser utilizado ao invés do método padrio, simbdlico e manual, mas é interessante
observar que ao alterarmos os valores de y1, ..., y, em (3), ndo é necessario voltar a resolver o
novo problema a partir do zero, uma vez que podemos aproveitar o fato de que A™! j4 estara
calculada e que, portanto, sé seria necessario realizar uma unica multiplicacdo de matriz por
vetor. Assim, caso seja necessario resolver varios sistemas com os mesmos coeficientes, prova-
velmente poupariamos tempo utilizando o segundo método.

Outra razdo para a utilizacao do segundo método é que as solugoes (ou a falta delas) sao
obtidas em um nimero finito de operagdes aritméticas bdsicas entre os coeficientes a; ; e os
termos independentes y1, ..., y, de qualquer sistema de equagdes lineares. Os computadores
ndo sio capazes de resolver equagdes em modo simbolico como nds fazemos, mas sdo capazes
de armazenar matrizes e vetores e realizar operacdes sobre eles de forma muito eficiente. '°

Agora que ja temos alguma compreensiao das operagées com matrizes, estamos prepara-
dos para dar uma olhada em algumas das importantes aplicagdes que as matrizes (e a dlgebra
linear como um todo) tém no campo da ciéncia econémica e, em particular, do planejamento

20 leitor mais cético podera comprovar que AA™! = A71A = I.
10Ver BLAS.
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econdmico.

2.2. Por que as matrizes sio importantes para a nossa proposta?

Como ja discutimos anteriormente, o sistema utilizado pela URSS possuia pelo menos dois
problemas importantes e inevitaveis. A incapacidade de responder a estes problemas levou a
um descrédito da economia planificada, que serviu em grande parte como “bonus” para aque-
les que defendiam a incorporagao de reformas de orientagdo capitalista, que s6 agravaram os
problemas e pioraram a qualidade de vida das pessoas. Vamos tentar ilustrar como a matema-
tica moderna, e em particular o calculo matricial, fornece uma resposta a ambos os problemas
descritos acima e como serve de base para uma economia planejada. Neste artigo, o nosso ob-
jetivo ndo ¢ tratar o planejamento socialista em toda a sua complexidade, com todas as suas
nuances, mas apenas ilustrar a matematica basica que forma parte da soluc¢ao dos problemas
acima mencionados e que constitui a base para investigagoes mais aprofundadas sobre ela.

Nesta se¢ao vamos trabalhar sob certas premissas, que discutiremos posteriormente, a fim
de simplificar o tratamento matematico. Estamos conscientes de que uma economia real exi-
ge que levemos em conta muito mais nuances, mas como ji mencionamos, o que mais nos
interessa neste momento ¢ ilustrar as ferramentas matematicas basicas necessarias para o pla-
nejamento de uma economia moderna. No entanto, vamos fornecer algumas referéncias e ob-
servagdes sobre o tratamento dos casos mais gerais.

O método que vamos descrever a seguir ¢ inspirado por e generaliza as andlises realizadas
por W. Leontief, pelas quais recebeu em 1973 o Prémio de Ciéncias Econémicas do Banco da
Suécia em Memoria de Alfred Nobel (em sueco, Sveriges riksbanks pris i ekonomisk vetenskap
till Alfred Nobels minne). O seu método de analise da economia, que por sua vez se inspira-
va em Frangois Quesnay, Leon Walras, Karl Marx e no planejamento soviético, ¢ chamado de
“método de insumos-produtos’, que sucintamente consiste em utilizar dlgebra matricial para
descrever as relagdes inter-setoriais de uma economia em equilibrio geral. ' '> O leitor inter-
essado nas obras onde Leontief descreve e utiliza o seu poderoso método pode consultar [15],
[16] e [17].

Suponhamos uma economia fechada (ou seja, sem fluxos com nenhum agente externo)
com m tipos de artigos diferentes, com os primeiros n tipos de artigos correspondendo aos
bens de produ¢ao (madeira, ago, maquindrio industrial,...etc) e os restantes m — n tipos de
artigos aos bens de consumo (milkshakes de chocolate, medicamentos, ataduras,...etc).’> Além
disso, vamos assumir que

1A nogio de equilibrio geral significa, informalmente, que a oferta e a demanda de todos os tipos de
bens coincidem.

12 interessante notar que W. Leontief trabalhava com precos de mercado, nio com categorias mais
profundas que sdo independentes da esfera de circulagdo, como faremos a seguir.

130s bens de consumo sio aqueles que nio sio usados para se produzir outros bens.
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(a) Cada setor produz somente um tipo de bem, portanto ndo ha produtos intermedidrios
intra-setoriais.'*

(b) Nao ha treinamento ou educagdo que os trabalhadores possam adquirir, seja para fazer
certos trabalhos que de outra maneira nao poderiam realizar, ou para maximizar sua
produtividade.'®

(c) Todos os bens de produgdo possuem o mesmo “tempo de vida’, que é medido como uma
unidade. O desgaste do maquinario pesado, da infraestrutura das fabricas ... etc ndo sera
levado em conta.'®

(d) Todos os tipos de bens exigem o mesmo tempo de fabricagao, que é medido como uma
unidade de tempo.'”

(e) No ha diferentes técnicas de produgido disponiveis para cada tipo de bem.

Ainda que todas as outras premissas tenham solucéo, a ultima é especialmente problema-
tica. Basta ter assistido Breaking Bad para saber que um determinado produto pode ser pro-
duzido de diferentes maneiras. Todas essas técnicas alternativas podem ser comparadas em
termos de eficiéncia com base nos custos de mao-de-obra integrados (que definiremos mais
a frente) '8 e nas quantidades de cada tipo de artigo que se deseja obter como produto final
(representado pela demanda final). Em qualquer caso, esta questao crucial esta além dos pro-
positos deste artigo. O leitor interessado em saber como tratar este fendmeno pode consultar
[22], [23], [24] onde a questao ¢ discutida sucintamente. Ha varios autores, tais como Tomas
Hirdin e David Zachariah, que estdo estudando estas questoes em profundidade.

Vamos chamar de a;; & quantidade de unidades do tipo de bem j ' necessarias para se
produzir uma unidade do tipo de bem i ?° e por ¢; a quantidade de horas de trabalho direto ne-
cessdrias para se montar uma unidade do tipo de bem i. Assim, a produgéo do tipo de bem i é
caracterizada pelo vetor [ay;, ..., an;, {;], que representa os insumos necessarios e o trabalho
de montagem desses insumos para se produzir, apds um certo periodo (de produgio), uma
unidade do tipo de bem i.

4Esta premissa nao é dificil de se corrigir - por exemplo, o leitor pode consultar [18].

150 leitor interessado en tratar este aspecto pode consultar [19, Capitulo 2].

160 leitor interessado pode ler [20] para mais informagdes a este respeito. Em [19] o desgaste (des-
igual) dos maquindrios é levado em consideracio e ndo representa uma grande dificuldade.

7Ver [21], onde esse ponto é tratado brevemente. Serdo necessarias analises aprofundando este as-
pecto, pois se trata de uma varidvel importante além dos “custos de mao-de-obra integrados” e das
considera¢des ambientais e que vem sendo pouco abordada.

180 leitor mais entusiasmado poderia replicar que uma certa técnica pode ser mais eficiente que
outra se o conjunto escolhido de técnicas para produzir o resto dos tipos de bens for diferente, e estaria
correto.

19 As unidades dos a; ; sdo unidades fisicas fixadas com antecedéncia. Por exemplo, se o tipo de bem
J fosse pao, poderiamos usar o quilo ou a grama como unidade de referéncia.

2"Uma vez que a economia tenha sido desagregada por setores, a;; = Zx’—l' sendo z;; a quantidade
de bens produzidos no setor j que sdo insumos para o setor i (em uma economia capitalista a unidade
de z;; e do resto das varidveis pode ser monetdria) e x; sendo a quantidade total de bens produzidos
no setor i. Esta seria uma forma pratica de calcular os a; ;.
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A quantidade de trabalho que uma unidade do bem de tipo i incorpora é a soma do tra-
balho direto empregado em sua produgio ¢; e do trabalho “guardado” nos insumos utilizados.
Chamaremos esta quantidade de A;, o custo de mdo-de-obra integrado (CMOI) do i—ésimo
bem.?! A seguir veremos como podemos calcular os CMOI de todos os bens, comegando pe-
los CMOI dos bens de produgao.

Vejamos un exemplo ilustrativo de como tudo isso funcionaria em uma economia simples.

2.3. Exemplo simplificado de economia comunal neandertal

Vamos imaginar que pertencemos a uma tribo neandertal durante o Paleolitico Superior e
que queremos planificar a economia dos nossos bens: pedras, paus e chifres de caga. Temos a
seguinte tabela de custos materiais para cada atividade:

Talhar pedras Cortar arvores Cagar cervos
Pedras 0,1 0,2 0,2
Paus 0 0,1 0,2
Chifres 0,01 0,1 0,5

Esta tabela nos indica que para se talhar uma unidade de pedras, se necessita de 0,1 unida-
des de pedras, 0 unidades de paus e 0,01 unidades de chifres. A primeira vista isso ndo parece
6bvio - por exemplo, pedras para se fazer pedras? E chifres para qué? Mas pensando melhor,
para esculpir as pedras, sdo necessdrias outras pedras ja talhadas para bater umas contra as
outras (percutores duros), e sdo necessarios chifres e paus como ferramentas de apoio para
terminar de limar as pedras (percutores moles).

Se atribuimos os indices 1, 2 e 3 as pedras, paus, e chifres, respectivamente, precisaremos
dea;; =0,1,a21 =0easz; = 0,01 para talhar as pedras, e a; 3 = 0,2, a2 3 = 0,2eaz3 = 0,5
para adquirir os chifres.”?

A matriz A poderia ser compreendida como a “receita” para se produzir cada tipo de
bem.?® Isso porque cada coluna da matriz pode ser compreendida como os recursos de que
necessita cada “industria” - ou, em outras palavras, em uma economia de mercado, como sen-
do a demanda de cada setor, enquanto que cada linha pode ser compreendida como aquilo
cada setor oferece aos demais, e, portanto, como sendo a sua oferta:

2 Muitos autores, por exemplo Anwar Shaikh em [25] ou Pablo Ruiz Napoles em [26] definem este
conceito de uma maneira diferente, ao incluir compensacdes salariais para analizar certos fendmenos do
comércio internacional. No nosso texto esse conceito este conceito equivaleria aquilo que eles chamam
de coeficientes de trabalho verticalmente integrados.

#20s a ; serdo denominados mais & frente como “coeficientes técnicos”

23 A matriz A serd chamada de “matriz tecnolégica”.
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0,1 0,2 0,2
A= 0 01 02]. (5)
0,01 0,1 0,5

Tendo entendido isso, vamos pensar em uma situagdo mais complexa. Um dos neandertais da
tribo pretende realizar um projeto comunal: quer confeccionar uma série de estatuas repre-
sentando a maternidade e a Deusa Mae, e para isso precisa de uma unidade de pedra talhada.
A pegunta que se coloca é: quanto deveriamos produzir de cada recurso para que tenhamos
uma produgao de uma unidade final de pedra? A quantidade extra que se quer produzir é nor-
malmente referida como demanda final e pode ser representada pelo vetor de demanda final
d, cujos componentes sio a demanda final d; para cada tipo de bem, neste caso, d = (1,0, 0)7,
porque gostariamos de produzir apenas uma unidade final do bem 1 (pedra). Se quiséssemos
produzir duas unidades de pedra e uma de chifres, o vetor de demanda final seriad = (2, 0, 7.

As quantidades dos bens que precisaremos produzir sao uma incognita que vamos ter de

calcular. A esta incégnita chamamos de producdo total, e a representamos pelo vetor x(! =

(xgl), x;l), X ))T

onde i é o tipo de bem do qual queremos produzir uma unidade final (i = 1
para o caso da pedra). Este vetor armazena as quantidades xj.i) de todos os bens j necessarios
para satisfazer a demanda final de um bem 7 dentro do sistema de setores interconectados. Mas
atengao! Estes valores ndo devem ser confundidos com os valores a j;, 0s quais especificam ape-

nas a quantidade de recursos necessarios para produzir um bem em um setor especifico.

Agora que ja colocamos o problema separadamente para cada tipo de bem, quantas pedras
precisariamos produzir? Bem, basicamente, a quantidade que for necessaria para “alimentar”
a propria producao dos setores interconectados, mais uma unidade de pedra (para satisfazer a
demanda final):

1 1
xi ) = xi )+a12xé )+a13x§ ) di . (6)
—— —_—— —— —— S~
Produgio total Setor 1 Setor 2 Setor3 ~ Demanda final

Antes de prosseguir, vamos analizar os termos presentes em (6). Vemos que por exem-
1 . . . - .
plo o termo alzx; ) se refere a quantidade de unidades de pedra necessarias para se produzir
uma unidade de paus, multiplicada pela quantidade de unidades de paus necessarios para se

produzir a desejada 1 pedra da demanda final. * No nosso caso especifico, temos que

2 =0, +0,26Y 40,267 + 1. (7)

Da mesma forma, obtemos o seguinte sistema de equagdes lineares para os paus e chifres:

xg)—a 1x§)+a12x§)+a13x§)+1, (8)
xé ) = a21x§ ) 4 agzxé ) 4 a23x:(,) )+0 , 9)
xé ) = aglxg ) 4 6132)6; ) 4 a33x§ )4+ 0. (10)

24Com final nos referimos as unidades de bens que obtemos apés repor os bens usados na produgao.
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No nosso caso particular temos que

A= oV ro2eV w02V 41,
& = ool r02 o+ 0, -
£ = 00V 0V 05+ 0 .
NI ——
x() Ax(D d

Ao resolver este sistema de equacdes lineares, obterfamos as quantidades necessarias de
cada recurso para podermos realizar o projeto comunal. Em forma matricial, temos que

xD = Ax® 4 4. (12)

Manipulando a equagio 12 para isolar o termo x) 2°, chegamos a

xV=(-4A)714. (13)

Tendo em conta o método descrito na se¢ao 4.2 para o calculo da matriz inversa de matrizes
inversiveis, temos que

1,12 0,31 0,57
(I-A)71=10,01 1,16 047],%
0,02 0,24 2,10

Z5Podemos fazer isso seguindo os passos abaixo:

xM = AxM +q .

xM - AxM =(.

Aplicando a propridade distributiva da multiplica¢ido de matrizes (que indica que AB+AC = A(B+
0)):

xV(I1-4)=d.

Multiplicando ambos os lados pela esquerda por (1 — A)~L:

(I-A)"'xVI-4a)=1U-4)"4d.

E cancelando na mesma multiplicagio do lado esquerdo os termos (1—A)~! e (I—A) (pois o produto
de ambos é I), chegamos a

xM=(1-4)"d.
260 leitor mais cético pode comprovar que de fato (1 — A)(I = A) ™' = (I - A)" Y (I - A) = 1.
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e assim, finalmente, obtemos que

-1
0,1 0,2 0,2 1

10 0
(I-A)7'd=|lo 1 o|-] 0 0,1 02 0
0 0 1| 1001 0,1 05 0

ey

-1r
09 -0,2 -0,2 1 1,12 0,31 0,57| |1 1,12

0 0,9 -0,2 0f = (0,01 1,16 0,47] (0| =10,01{,
-0,01 -0,1 0,5 0 0,02 0,24 2,10] (0 0,02

onde a matriz (I — A)™!' é chamada de “matriz inversa de Leontief”.

Problema resolvido! Devemos ter uma produgao total de 1,12 unidades de pedra, 0,01 uni-
dades de paus e 0,02 unidades de chifres para produzir uma unidade final de pedra. Este re-
sultado reflete a necessidade de se produzir uma pequena quantidade de paus e chifres para a
nossa obra comunal. Por qué? A tabela nao dizia que ndo eram necessarios paus para esculpir a
pedra? Isso se deve ao fato de que precisamos de chifres para esculpir a pedra e que para obter
chifres, precisamos do uso de paus.

Suponhamos que para esculpir uma unidade de pedra se exige, em média, uma hora de
trabalho; que para cortar uma unidade de paus se requer, em média, duas horas de trabalho; e
que cagar uma unidade de chifres requer, em média, trés horas de trabalho. Entao, o resultado
¢ que o custo de mao-de-obra integrada (CMOI) do tipo de bem 1 (pedra) seria (aproximada-
mente) 1,12-1+0,01-2+0,02-3 = 1, 2 horas de trabalho. Portanto, direta ou indiretamente,
levaria (aproximadamente) 1, 2 de horas de trabalho para se produzir uma unidade de pedra.

2.4. Tratamento geral para economias industriais

Como mencionado acima, o que acompanhamos foi um exemplo de uma economia sim-
plificada, mas na realidade o raciocinio ndo muda tanto assim quando ampliamos a escala. O
mesmo método pode ser utilizado para resolver os problemas logisticos de uma economia de
milhoes de bens diferentes. Para ilustrar como isto seria realizado, no entanto, s poderemos
descrever os passos por meio de notagdo matematica abstrata (com variaveis), entdo o leitor te-
ra de processar algumas equagdes nesta secdo. Além disso, ao contrario de Leontief, dividimos
o desenvolvimento em bens de produgdo e bens de consumo a fim de uma maior generalidade
e também para podermos desvincular certas operagdes em diferentes sistemas de equagdes.
Isso foi inspirado pelos métodos empregados por M. Morishima em [27].

2.4.1. Custos de mao-de-obra integrados dos bens de producao

Ja sabemos que para produzir um bem do tipo 1, sdo necessarias a i, ..., a,,1 unidades dos
bens de produ¢ao i = 1, ..., n respectivamente. Estas unidades requeridas também necessitam
de insumos para que possam ser montadas, e estes novos insumos precisardo de outros - e
assim, sucessivamente, “seguimos a trilha” até que ndo haja mais insumos indiretos a serem
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levados em consideracéo.

Dada esta interconexao entre os diferentes setores industriais, pode-se intuir que um au-
mento de uma unidade do produto final do bem do tipo 1 gera um efeito “multiplicador” ou
“cascata” sobre a quantidade de bens de produgdo de todos os tipos, inclusive sobre o proprio
tipo inicial (por exemplo, para se produzir electricidade é necessaria uma quantidade minima
de electricidade). Para obter as quantidades totais de bens de produc¢io x( ) ;l) o (1) que
sd0 necessarias para se obter uma unidade final do bem do tipo 1, apos ter levado em conta
todas as repercugdes, devemos resolver o seguinte sistema de equagdes lineares:

xil) =a 1x§ ) +a; gxé )y +a1nx£ll) +1
1) 1) 1)
*2

=ag1x, +dasox, +..+as nxn +0

Ne (M ,

1
= dap1X; + ap2X, +annx£,)+0

Apos a resolugido desse sistema, o CMOI do bem de tipo 1 sera dado por

n
/7.1 = ijx}l) .
j=1

A notagdo 2?21 f(j) representa f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(n) sendo f uma funcio
qualquer. Ou seja, Z;le f(j) significa somar todos os valores da fun¢ao f para todos os na-
meros consecutivos desde o limite inferior (j = 1) até o limite superior (j = n). Por exemplo,
consideremos f(j) = J, 2?21 f(j) = Z?le =142+ 3 = 6, ou seja, a soma dos nimeros
consecutivos desde 1 até 3. O simbolo )} é chamado de somatério.

Levando em consideragdo o fato de que produzir cada um dos insumos exige um certo

periodo de tempo, os Zn~=1 ai, jxﬁ. Jcomi=1,..,n precisam estar disponiveis antes do inicio
de tal periodo e os x( ) comi =1, ...n estardo disponiveis ao final desse periodo. Na produgao
real de artigos, as 1ndustrias utilizam os bens de produgdo necessarios, enquanto que ao final
do periodo eles sao substituidos. As partes do produto final que permanecem apos a reposi¢do
sdo chamadas de produtos finais. Até aqui, temos somente uma unidade do bem de tipo 1 como

produto final. Da mesma maneira, procedemos com o bem de tipo 2 para obter as quantidades
totais de bens de produgio x( ) éQ), . ( ) que sdo necessarias para se obtener uma unidade
final do bem de tipo 2. Apos termos levado em conta todas as repercussdes, devemos resolver
o seguente sistema de equagdes lineares:

xg)—a x§)+a xé)

xf) =das 1x§ ) + a- 2)6;2)

+a nx,(l)+0

..t as nx£12)+1

(15)

Ne) (2) @,

=ap1X) " +apax, +annxn)+0

Depois que este sistema estiver resolvido, o CMOI do bem de tipo 2 sera dado por
n
- e
/12 = Zl 4 ]X i
J:
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Repetindo o processo de maneira semelhante com o resto dos tipos de bens de produgao, ou
seja, com os bens de tipo i sendo i = 3, ..., n obteremos n sistemas de equagdes lineares, que
podemos escrever de forma matricial como

X =AX;+1, (16)
com i i
)Cgl) xiQ) X§3) cee Xyl)
1 2 (3 (n)
X X X e X
S N
@@
al di2 4di3 ... din
azi d22 d23 ... d2
Ay = !
anp,1 dp2 Aap3 ... dpp

Assim como fizemos em 12, manipulando 16 para isolar X;, chegaremos a

X =(-Ap)~"!
Uma vez que estejam determinados os produtos (finais) xY), xg), e x,(,i) (i—ésima coluna
de X;) necessarios para se produzir uma unidade (do produto final) do i—ésimo tipo de bem

de produgdo, podemos calcular o CMOI do i—ésimo bem desta maneira:
n
/7.,' = Z fjx](.l) .27 (17)
J=1

A matriz A; é chamada de matriz tecnoldgica, cujas entradas se denominam normalmente
como coeficientes técnicos e representam quantas unidades sao necessarias em média de cada
insumo para se produzir uma unidade de cada bem. Vejamos as colunas de A;, que represen-
tam os requisitos (insumos) de cada tipo de bem.

Se escrevemos L; = [{1, ..., {,] , M = [44, ..., 4,] temos que
M; =L;X;. (18)

Até aqui ja calculamos os CMOI de todos os bens de producao, agora vamos ao calculo dos
CMOI dos bens de consumo.

27Em [28] ¢ apresentada a prova de que este procedimiento ¢ equivalente a0 mais intuitivo de resolver
o seguinte sistema de equagdes lineares:

A1 = 611,1/11 + 02,1/12 + ...+ an,l/ln

12 = 01’2/11 + ag,g/lz + ...+ an’g/ln

/ln = a1,n11 + ag’n/lg + ...+ an’n/ln.
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2.4.2. Custos de mao de obra integrados dos bens de consumo

A produgao dos bens de consumo pode ser dividida em duas etapas: na primeira fase sdo
fabricados os bens de produ¢ao necessarios e, na segunda fase, estes bens sdo combinados pa-
ra se obter os bens de consumo final. A quantidade de bens de produgao necessarios para se
produzir uma unidade de bem de consumo do tipo i (comi = n+1,...,m) sdo ay, ..., a1 n»
com o proposito de substituir estes bens de produgao consumidos no processo de fabricagao,
precisamos de xY), e x,(li) unidades de bens de produgao do tipo j = 1, ..., n respectivamente,
que sdo determinadas pelo seguinte sistema de equagdes lineares:

xi’) = al’lx?) + al’gxg) +o+ al,nx,(,l) +ay,

xg) = a2,1x§i) + a2,2x§i) +...+ a2,nxr(zi) +az (19)

X\ = an,lxil) + an’gxg) +..+ an,nx,(,l) +an,

Na primeira etapa a sociedade consome 377_; ¢ jxﬁ.i) horas de trabalho, enquanto que na
segunda fase a sociedade consome ¢; horas de trabalho. Portanto, o CMOI do bem de consu-
mo do tipoi é Z’;zl ¢ jxg.l) +{; *® Até aqui, j4 realizamos o procedimento para um tipo de bem

i =n+1,...,m arbitrério. Colocando na forma de matriz as equagdes que obtemos até agora,
temos

X1 = A X +Ap, (21)
M =L X+ Ly, (22)
sendo
x§n+1) x§n+2) x§n+3) xgm)
Xiu=| : : : IR
e N N (e I ()

BEm [28] é demonstrado que este procedimento ¢ equivalente a0 método mais intuitivo de
resolucdo do seguiente sistema de equagdes lineares:

Ansl = A pr1d1 + A2 1 Ao + oo+ A pi1 dp

Ans2 = A1 pr2d1 + A2 p2do + .o+ Ap e dy 20)

ﬂm = al,m/ll + ag’m/lg + ...+ an,m/ln

24


https://cibcom.org/

CleOIIl . OI‘g h ‘ ‘ ciber-comunismo

Aip+l Alp+2 .- Alm

azn+1 A2p+2 ... A2m
A=\ . . ' s

Apn+l Anp+2 -+ Apm

M]l = [/li’l+1’ ---’/lm],
Lir = [Cr1s ..., Gl

Podemos notar que X;; é uma matriz com #n linhas e m — n colunas.

Agora, se a0 invés de desejarmos produzir uma unidade final do i-ésimo bem de produg¢ao,
quiséssemos produzir d; unidades finais do i-ésimo tipo de bem, con i = 1,...,n entdo ne-
cessitamos de x1, ..., x,, unidades de cada tipo de bem de producio respectivamente, que sdo
determinadas por

X = Ax + d — (I-Apx=d,
N—— —— SN~——

Produto total  Consumo intermediario  Produto final

sendo o -
X1 dq
X2 do
X = , d=
Xn d,

Portanto, se existe (I — A7) ™! (esta matriz é denominada Matriz Inversa de Leontief)*° ** entio
x= (- A[)_ld.

Se ao invés de querer produzir uma unidade liquida do i—ésimo bem de consumo, qui-
séssemos produzir d; unidades liquidas do i—ésimo tipo de bem, com i = n + 1, ..., m, entdo
precisariamos de xi, ..., x, unidades de cada tipo de bem de produgao, respectivamente, de-
terminadas por

X=A;x+ A]]d — ([ - A[)X = A]]d ,

2 A investigacio sobre as condigdes suficientes para a existéncia de (I — A7)~! de tal maneira que
o vetor x = (I — A7)~'d tenha todas as entradas nio negativas escapa ao escopo deste artigo. O leitor
interessado em questdes relacionadas co os problemas mencionados pode consultar [28, Capitulo 2] e
[27].

39Sob certas condigdes técnicas (o leitor pode consultar, por exemplo, [29, p.351]) sobre Aj, que
geralmente sdo satisfeitas em uma economia, resulta que (/ — ANt =T+A1+.. +A(I] +A‘IZ+1 +... (neste
ponto apareceria um limite, mas sua definicio rigurosa escapa ao propésito do artigo; no seu lugar, o
leitor pode interpreta-lo como sendo uma “soma infinita”). De fato, se A?H = 0, entdo (I — A 1)_1 =
I+Ar+... +A?. Estas igualdades sdo realmente interessantes, além de nos fornecer maneiras alternativas
de se calcular (I — A;)7!, elas nos permitem dar um sentido econdmico preciso 4 Matriz Inversa de
Leontief. Basta entender que A;x sdo os insumos exigidos para se produzir x; unidades do tipo de bem
icomi =1,...,n;eque A?x sdo os insumos exigidos para se produzir os insumos exigidos para se
produzir x; unidades do tipo de bem i com i = 1, ..., n; e assim, sucessivamente.
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sendo o ) i
X1 dp1
X2 dps2
X = , d=
Xn dm

Portanto, se existe (I — A7) ' entdox = (I — A;) " 'A;d.

Agora podemos ver nitidamente qual é a estratégia basica do nosso planejamento econé-
mico. Tendo fixado o vetor d, que representa a quantidade final de produtos de cada tipo que
se deseja produzir, calculamos quantas unidades totais precisam ser fabricadas de cada tipo de
bem de produgio, x. Desta forma, podemos evitar os dois grandes problemas da Unido Sovié-
tica descritos anteriormente na Introducéao, sem a necessidade de utilizar uma unidade mone-
téria para descrever os fluxos de trabalho. *! 3 Evidentemente, estimar d pressupde também
um certo desafio, ainda que muito menor do que poderia parecer a primeira vista, ainda mais
com a tecnologia atual, que nos permite ter mecanismos em tempo real de retroalimentagao
de informacao. Este problema é tratado de maneira extensa em [19].

3! Apesar de que em geral calcular a inversa de matrizes grandes de forma exata é relativamente cus-
toso (ja que o numerode operagdes necessarias ndo cresce de forma linear com o nimero de linhas,
como ¢é demonstrado na se¢do ?2?), é preciso ter em conta:

1. Asmatrizes Ay, A ndo sdo quaisquer matrizes; por um lado, seu tamanho depende do nivel em
que desagreguemos a economia em tipos de artigos (ou setores) e, por outro lado, 8 medida em
que fazemos isso, as matrizes se tornam dispersas, ou seja, a propor¢io de entradas nulas seguird
crescendo. Matrizes dispersas sio bem especiais, por serem altamente manejaveis. Além do mais,
o total de tipos de bens existentes em uma economia real sempre sera consideravelmente menor
que a populacio total.

2. Nao precisamos calcular nada de maneira exata. Somente precisamos de métodos iterativos que
nos proporcionem solugdes aproximadas, com a precisio que desejarmos. A drea da Matema-
tica que se encarrega de fazer isso se chama Andlise Numérica e tem sido uma das areas das
Matematicas Aplicadas mais frutiferas do dltimo século, ainda mais com o desenvolvimento da
computagdo. O leitor interessado neste tipo de ferramentas pode consultar [30], [31], [32],
[33], [34].

32Se 0s artgos de consumo pessoal que se encontram nos estoques ou lojas ptiblicas forem adquiridos

em troca do equivalente aos seus CMOI em certificados de trabalho, o problema descrito no Apéndice
A desaparece.
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3. Otimizacao

Com o que foi apresentado até aqui, muitas das duvidas sobre o funcionamento do pla-
nejamento ciber-socialista estariam respondidas, mas em uma economia complexa hd mais
problemas que devem ser levados em conta.

Em um determinado tecido agroindustrial concreto, sio sempre concebiveis diferentes ma-
neiras de abordar o mesmo problema, tarefa ou objetivo de produgdo, cada uma delas com
resultados parcialmente ou totalmente diferentes. Ja falamos sobre opgdes alternativas na es-
colha das tecnologias, nas distribui¢des modelos, mao de obra, nas vias de transporte e/ou de
entrega, etc. Vejamos um exemplo simples: trabalhar a terra. A priori, ¢ intuitivo que arar o
campo com um trator é mais eficiente do que utilizar ferramentas manuais. No entanto, se
pensarmos com mais calma, esta dicotomia nao é realista. Os tratores ndo caem do céu. Eles
também tém de ser produzidos, e podemos pensar em cendrios nos quais nao seria razoavel
iniciar a montagem de tratores. Este é o exemplo mais simples que podemos pensar, mas com
um pouco de imaginacdo, ndo ¢ dificil se dar conta de que muitos dos desafios deste século en-
volverao situagdes deste género: como abordar a transi¢do para uma economia p6s-carbono?
Investiremos milhdes e milhdes de horas de trabalho numa energia experimental que, ao fim de
alguns anos, poderia resolver o problema energético durante séculos, ou “vamos pelo caminho
seguro” e, simplemente combinaremos, tdo bem quanto pudermos, a tecnologias atualmente
existentes?>?

Em qualquer caso, estes problemas podem ser resumidos como a tentativa de maximizar
ou minimizar certas quantidades sob certas restricdes. Entre outras coisas, poder-se-ia tentar
minimizar o nimero de horas de trabalho necessarias em um setor perigoso e/ou desagrada-
vel, ou a quantidade de CO9 emitida para se produzir um determinado produto. Bem, gragas
as contribui¢des do matemdtico e economista Leonid Kantorovich, ** sabemos que a maio-
ria destes problemas pode ser modelada matematicamente no que passou a ser chamado de
problemas de otimizagdo. Formalizar e resolver estes problemas, com base nos recursos dispo-
niveis, nos da indica¢des nitidas sobre como melhorar ou desenvolver a nossa economia de
forma eficiente.

Recordemos o que foi dito na se¢do 1. No ecossistema do mercado, as necessidades sociais
sdo eclipsadas pela media¢do do imperativo da lucratividade; as situagdes dadas sdo interpre-
tadas como oportunidades de lucro, submetendo todas as inovagoes técnicas do conhecimento
coletivo a esse fim. Esta dinamica é tremendamente arbitraria e da origem a problemas sem
fim (sobreproducao de produtos desnecessarios mas rentaveis, escassez de outros produtos
necessarios mas nao-rentaveis, crises, etc.) mas ... ndo ha outra maneira de se fazer as coisas?
Nao ¢ intuitivo que os mecanismos de otimizagao hoje utilizados em escala intra-empresarial

33Isto nio deve ser confundido com o problema, mencionado no capitulo anterior, do célculo do
custo integrado da méao de obra de um bem que esteja sendo produzido simultaneamente de diferentes
maneiras. A questdo agora ¢é selecionar, entre uma diversidade de iniciativas possiveis, a melhor.

34Kantordvich também foi premiado por este mesmo tema com o Prémio de Ciéncias Economicas
do Banco da Suécia em Memoria de Alfred Nobel em 1975
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pela Amazon ou pela Walmart, *° poderiam ser utilizados para fins mais emancipatérios, de
maneira ainda mais eficaz onde for possivel, por meio da socializagdo de todas as empresas e
abolindo a enorme limitagao que hoje faz com que elas escondam informagdes umas das ou-
tras?

Neste capitulo, veremos exatamente isso: como a otimiza¢do matemadtica poderia ser uti-
lizada numa economia democraticamente planejada para garantir o melhor aproveitamento
possivel das nossas infra-estruturas. Como explicado em outros locais [36] [37], isto ndo impli-
ca que todas as nossas empresas publicas tenham de utilizar as mesmas técnicas de produgéo.
Hé um enorme espago para a inovagao e a experimenta¢do, mas este é um tema que ultrapassa
o ambito deste artigo. Vamos nos concentrar agora na ideia de otimizagao.

3.1. Otimiza¢ao Matematica

O primeiro passo para modelar um problema de otimizagao seria definir a fungdo objetivo
que deve ser maximizada ou minimizada. Escrevendo em forma matemadtica, precisamos en-
contrar uma fung¢ao f : A — R, onde R ¢ o conjunto dos numeros reais (qulquer numero) e
A normalmente é um subconjunto do espa¢o Euclidiano n-dimensional R”. Esta ultima par-
te pode soar como algo complexo, mas pode ser comprendida facilmente com um exemplo.
Todos estamos acostumados as 3 dimensdes no nosso dia a dia (altura, largura e profundida-
de). Ou mesmo com 4 dimensdes, se ja tivermos ouvido falar de Albert Einstein... Bem, estas
3 dimensées representariam o espago Euclidiano 3—dimensional R?. Por outro lado, A é um
subconjunto de tal espago, ou seja, todos os elementos de A pertenecem a R3, graficamente
seria uma porgao dele. Por exemplo, uma esfera seria um subconjunto do espago Euclidiano
R3.

Por fim, resta apenas estender a matemética utilizada com R? para n dimensoes. Os pon-
tos de R3 sdo definidos por 3 coordenadas, ou seja, nio sio nada mais que tripletes ordenados
(3-tuplas) de numeros reais. Analogamente, os pontos em R"” ndo sdo nada mais que n—tuplas
de nimeros reais, ou seja, cada ponto em R” é definido por n niimeros ordenados. Ao leitor
isso devera ter soado familiar, ja que os elementos de R” sdo exatamente os vetores-linha ou
vetores-colunas com 7 colunas o 7 linhas respectivamente, introduzidos na Segéo 2.

Este ultimo passo é simples, apesar de dificil de se imaginar, ja que ninguém jamais conse-
guiu observar um objeto em mais de 3 dimensdes. Entretanto, na Matematica isso é perfeita-
mente possivel. Em economia, as n dimensoes tem um significado mais tangivel, por exemplo,
ao representar as unidades de cada tipo de artigo que serao empregadas em uma certa tarefa.

O subconjunto A sera definido pelas restricoes do problema. Formalmente, os pontos de
A serdo n—tuplas de nimeros que determinardo certas desigualdades e/ou igualdades. Por
exemplo, estas restri¢cdes podem vir de limitagdes sobre o total de jornadas laborais emprega-
das ou sobre o total de toneladas de CO3 geradas.

35Pode-se ler sobre a utilizagio destas técnicas em tais corporacdes em [35, Capitulo 4].
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Chegando neste ponto, ja conhecemos todos os ingredientes necessarios para descrever
um problema de otimiza¢ao, ou seja, a funcao objetivo e as restricdes. A otimizagdo é um ramo
bastante amplo da Matematica, o qual implica uma miriade de técnicas diferentes dependendo
das caracteristicas especificas do problema a se resolver. Neste artigo focamos na programagao
linear. A Segao 3.2 apresenta em detalhes a descri¢ao e aplica¢ao da programagao linear a pro-
blemas economicos. Contudo, certos aspectos da economia, como poderiam ser as economias
de escala, ndo podem ser tratados pela programacao linear, ja que ou a fun¢ao objetivo nao é
linear, ou entao as relagdes que definem as restrigdes nao sao lineares. Este aspecto é tratado
com maiores detalhes na Secao 3.3.

3.2. Programacao Linear

As relagdes lineares entre variaveis sao relagdes de proporcionalidade. Consequentemente,
uma fungao linear f definida em R mapeia combinagdes lineares dos vetores x, y em combi-
nagdes lineares de f(x), f(y), com as mesmas constantes de proporcionalidade, formalmente,
diremos que f : R" — R™ élinear se

flax+By) =af(x)+Bf(y)

para todo @, 8 € R e para cadax,y € R". O aspecto que estas fun¢des possuem &, por exem-
plo, o da reta no plano ou o plano em R3. Este tipo de fungdes sdo bem manipulaveis mediante
computadores e apresentam propriedades interessantes.

Os problemas de programacao linear geralmente sdo representados na literatura com a
seguinte notagao:

max ¢ x (23)
X

sujeitoa:  Ax< b
x>0

onde ¢ é um vetor-linha 1 X n, x ¢ um vetor coluna n X 1, A uma matriz m X n e 0 é um vetor
coluna n X 1 cujos elementos sao unicamente 0’s. O problema anterior trata de maximizar a
fungéo (linear) x — ’'x sujeita a certas restrigdes que a seguir explicaremos.*®

As duas restri¢oes aparentes, sendo expressas em nota¢ao matricial, correspondem, na ver-
dade, a multiplas restri¢des individuais. Por esta razao, consideramos conveniente utilizar a
notagao matricial neste tipo de problema.

Como vimos na Secdo 2, quando foi introduzido o conceito de produto matriz-vetor, Ax <
b representaria m desigualdades, ja que a matriz A tem m X n dimensdes, onde n é o nimero

36Como afirmamos em 6, toda aplicacdo linear pode ser representada por uma funcio da forma
x — Ax, sendo A uma certa matriz. Portanto, no problema anterior a fungao objetivo pode ser qualquer
funcdo linear.
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de variaveis no nosso problema. As m restricdes podem fazer referéncia, por exemplo, a di-
ferentes insumos em um processo de fabricagdo, horas trabalhadas, maquinario utilizado... O
relevante aqui é manter em mente que as restri¢des sempre terao um significado no mundo
real. A segunda restri¢ao é bem habitual e se encarrega de garantir que as variaveis em x nao
adotem valores negativos para evitar solu¢des que ndo tenham sentido no mundo real, como
poderia ser a recomendagdo de se produzir um numero negativo de veiculos.

Iniciemos agora a resolu¢ao de um problema concreto com as ferramentas que temos até o
momento. Parece que, no tltimo plebiscito sobre a descarbonizagao da economia, os cidadaos
optaram por dar maior importancia a bicicleta como meio de transporte. Ao contrario de uma
economia capitalista, ndo ¢ necessario esperar por ajustes de oferta e demanda ou que algum
capitalista detecte uma oportunidade de mercado, o resultado do plebiscito pode ser imple-
mentado diretamente por todo o setor de bicicletas e ciclismo.

Dada uma fabrica de bicicletas que produz modelos para montanha ("mountain bikes”)
(x1) e bicicletas elétricas (x2), o objetivo é que a fabrica maximize sua produ¢ao tendo em con-
ta que se espera que as aquisi¢oes de bicicletas elétricas serdo o dobro das de montanha, ja que
as primeiras sdo muito mais comodas para o deslocamento por longas distancias até o trabalho.
Este tipo de preferéncias podem refletir-se na fungio objetivo utilizando o vetor ¢/ = [1 2],
resultando na fungio objetivo f(x) = ¢/ x = x1 +2xo. Em outras palavras, as bicicletas elétricas
tém um peso maior na fungéo e, portanto, serdo priorizadas na produgao.

Os insumos semanais da fabrica sdo 60 kgs de a¢o e 180 kgs de aluminio. A produgio de
cada bicicleta de montanha exige 1 kg de aco e 4 kgs de aluminio, enquanto que as bicicletas
elétricas precisam de 2 kgs de aco e 2 kgs de aluminio. Isso resulta nas restrigdes para o ago
(equagdo (24)) e para o aluminio (equacéo (25)), uma vez que a produ¢do nunca poderia ultra-
passar as matérias-primas necessarias em sua fabrica¢do. Por dltimo, teremos que considerar
as horas de trabalho necessarias para cada bicicleta. A fabrica conta com 4 empregados tra-
balhando 35 h semanais cada um e cada um deles leva 3 horas para terminar uma bicicleta de
montanha e 4 horas para uma bicicleta elétrica (equagao (26)).

1x1 + 2x9 < 60 (24)
4x1 + 2x9 < 180 (25)
3x1 +4x9 < 140 (26)

A equagdo (27) demonstra as restrigdes em formato matricial. Observe-se que as tltimas
duas linhas da matriz A e do vetor b garantem que o numero de bicicletas nao seja negativo.

9 ] 60
4 2 180
X1
Ax = 4 <b=| 140 | . (27)
X2
-1 0 0
0 -1 0
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Figura 3: A regido viavel do problema de otimizagao representa um poliedro. Os pla-
nos de diferentes cores correspondem as restri¢oes do ago (azul), aluminio (laranja),
horas de trabalho (verde) e a ndo-negatividade da solu¢ao (vermelho e violeta), res-
pectivamente.

A regido viavel é exibida na Figura 3, onde as zonas sombreadas representam o espago no
qual as restricdes nao serao cumpridas. Entre as intersec¢des de todas as restri¢coes, forma-se
um poliedro (regido branca na figura) de tal forma que qualquer ponto dentro deste poliedro
cumpre todas as restri¢des. E possivel demostrar que o ponto que maximiza (ou que minimiza)
a func¢ao objetivo deve ser um dos vértices de tal poliedro, pelo que todo algoritmo que pretenda
encontrar o maximo (ou o minimo) da fungéo objetivo, devera avalid-laem todos ou em alguns
desses vértices para, dessa maneira, encontrar a solugdo ao problema de programagao linear.
Um dos algoritmos mais conhecidos nesse sentido é o “algoritmo simplex”.

3.2.1. O método simplex e suas aplicacdes
A seguir, faremos uma exposi¢o, de maneira intuitiva e sem entrar nos detalhes do calcu-

lo, modus operandi do algoritmo simplex, o método normalmente utilizado para se resolver os
problemas de programacao linear.

Para entendé-o basta conhecer duas caracteristicas do problema: uma relacionada com as
restricdes e outra com as fungdes objetivo.

A primeira é a forma especifica da regido viavel na qual as solu¢des cumprem os requisitos
impostos pelas restrigoes. Trata-se de um poliedro convexo (um cubo ou um dodecaedro sdo
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£

dois exemplos, ainda que as regides vidveis ndo tenham de estar apenas em 3 dimensdes e nem
serem regulares).’”

(4) (B)

Figura 4: Exemplo visual de um conjunto ndo convexo (A) e outro convexo (B).

A segunda caracteristica do problema é que a fungao objetivo, ao ser também uma fungédo
linear, ordena o espago das solu¢des as dividindo em linhas, planos, ou hiperplanos (ou seja, a
extensao do conceito para mais de 3 dimensdes) nos quais a fungao vale igualmente (ver figura
6).

Dadas estas duas caracteristicas, a ideia é fazer crescer (ou diminuir) a fun¢io objetivo.
Para isso, teriamos que nos deslocar, subindo (ou descendo) em direcdo perpendicular a esses
planos. Estes dois resultados juntos nos levam a seguinte concluséo: as solugdes 6timas s6 po-
dem estar em um vértice ou em varios deles (juntamente com os pontos entre eles: uma aresta
ou uma face). Podemos imaginar isso em 3D apoiando um poliedro sobre uma mesa, seja so-
bre um ponto, seja sobre mais de um, e buscando o outro ponto de maior altura: de maneira
intuitiva, vemos que de fato serd um vértice (ou mais de um).

\ N < = T —
- N N\ Z0N ~ !
\ < PN VAN /
\ \ < \ /
N NI < . e / "y }l a

=TT -7 N g L _ s/ s LT~ - - =

Figura 5: Exemplo visual dos possiveis maximos de um poliedro convexo simples (qua-
drado), onde h(a) ¢ a altura em fung¢do do angulo de inclinagdo. Os pontos mais altos
ou sao um vértice ou uma aresta.

Como estamos interessados em encontrar uma solugdo dtima viavel, ndo nos interessa se
existem varias, o que interessa é encontrar uma delas. O mais importante do resultado anterior
¢ que 0 nosso 6timo vai estar em algum vértice. Com este objetivo em mente, foi concebido um
algoritmo que se encarrega apenas de fazer isso: o método simplex. Este algoritmo processa-se
em trés fases: 1. Inicializagdo, 2. Lago de iteracio e 3. Finalizagio.

37Devemos nos recordar, antes de prosseguir, que matematicamente, um conjunto é convexo se e
somente se, para quaisquer dois pontos do conjunto que tomemos, o segmento que 0s une se encontra
contido no conjunto.
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1. O algoritmo é inicializado tomando-se um vértice qualquer. A partir dai, sdo analizados
os seus vértices adjacentes (que estdo ligados a ele por uma aresta) e calcula-se qual deles
tem um valor mais elevado para a fungdo objetivo (se estivermos a maximizando).

2. Em seguida, deslocamo-nos para este novo vértice e repetimos o processo. Como vamos
sempre aumentando o valor da func¢io objetivo, acabaremos atingindo o vértice 6timo.

3. Isto é confirmado quando verificamos que os seus vértices adjacentes tém um valor me-
nor para a fun¢ao objetivo. E ai que o simplex ¢ finalizado, tendo alcangado a solugédo
6tima viavel.

Uma vez conhecido o método simplex, podemos aplica-lo ao problema anterior para a oti-
mizagdo da fabricacio de bicicletas e, dessa maneira, obter a solu¢ao do problema. Os vértices
do poliedro que forma a regiao viavel estdo marcados com circulos vermelhos na Figura 3. Es-
tes vértices sdo os pontos que cortam os planos que formam as restri¢oes. Por exemplo, para
se obter o ponto de corte das restricdes x; > 0 e 1x; + 2x9 < 60 tdo somente é necessario
resolver o sistema de equagoes formado pelas duas restricdes. Em outras palavras, seria neces-
sario substituir x; = 0 da primera restricao na equagao 1x; + 2xo = 60 para assim obter o
ponto de corte (x1, x2) = (0, 30). Procedendo de uma maneira semelhante com o restante das
restricoes, se obteria a lista de vértices [(0, 0), (0, 30), (20, 20), (44, 2), (45,0)].

O leitor simplesmente tem de substituir cada um destes pontos na fungao objetivo x; + 2x2
para encontrar seu méximo, que neste caso seria 60. E interessante observar que este maximo
poderia ser alcancado de duas maneiras diferentes (i.e., para (x1,x2) = (0,30) e (x1,x2) =
(20, 20)). A principio, qualquer das duas seria uma solugao valida para o nosso problema e a
decisdo final poderia ser tomada, por exemplo, de maneira aleatéria (langando uma moneda
ao ar para decidir o resultado), ou com base na coordenacao em escala setorial (poderia ser
que a demanda de bicicletas para montanha acabasse ficando desabastecida se fosse escolhida
a opgao em que x1 = 0).
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Funcion Objetivo

Figura 6: Valores da fungdo objetivo na regido viavel, representada pela area delimi-
tada pelas linhas vermelhas. Observe que a fungdo tem um valor constante nas retas
sombreadas no interior do poligono (valor mais baixo na color lilas, mais alto em ama-
relo).

Para o leitor interessado no formalismo sobre o qual se apoia este algoritmo, recomenda-
mos consultar a bibliografia correspondente [38].

Vejamos, com uma série de exemplos, o quao versatil é a otimizagdo linear. Para isso, vere-
mos que uma grande variedade de problemas — no nosso caso, econémicos — sdo na realidade
problemas de programacéo linear de uma ou outra forma, e por tanto, podem ser resolvidos
por métodos como o simplex, descrito anteriormente.

3.2.2. Exemplo histérico do Laboratério Central de Plywood Trust

Vamos tratar de um exemplo que, de fato, se baseia em um problema real que o Laborato-
rio Central de Plywood Trust apresentou a L. Kantorovich em torno de 1939 (descrito em [39]).

O problema consistia em maximizar a produc¢ao de diferentes tipos de madeira em deter-
minadas proporgdes, fazendo uso de certas maquinas. Eles dispunham de 8 maquinas para
produzir madeira de 5 tipos diferentes. A solicitagdo pretendia garantir que 10 %, 12 %, 28 %,
36 % e 14 % do produto final fossem respectivamente do primeiro, do segundo, do terceiro,
do quarto e do quinto tipo de madeira. Seja pj a propor¢ao de madeira do tipo k que é preciso
produzir, no nosso caso: p; = 0,1, po = 0,12, p3 =0, 28, py = 0,36 e p5 = 0, 14. Chamemos
de @; x o numero de unidades de madeira do tipo k£ que sdo produzidos em uma jornada de
trabalho usando a maquina i e chamemos de A; ; o tempo, expresso como fragdo da jornada
de trabalho, que utilizaremos a maquina i para produzir madeira do tipo k. Os «;  sdo da-
dos conhecidos pelo Laboratério Central que representam a produtividade das maquinas para
fabricar os diferentes tipos de madeira. Estes dados eram concretamente os siguientes:
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Numero da Tipo de madeira

maquina 1 ) 3 4 5
1 4,0 7,0 8,5 13,0 16,5
2 4,5 7,8 9,7 13,7 17,5
3 5,0 8,0 10,0 14,8 18,0
4 4,0 7,0 9,0 13,5 17,0
5 3,5 6,5 8,5 12,7 16,0
6 3,0 6,0 8,0 13,5 15,0
7 4,0 6,0 9,0 14,0 17,0
8 5,0 7,0 10,0 14,8 18,0

Tabla 2: Os @jy comi =1,2,3,4,5,6,7,8ek =1,2,3,4,5.

O problema consiste em obter os /; ; com i

seguintes condigoes:

1. hix =0 38

2. Yot hig =17

ik ‘ ‘ ciber-comunismo
27

=1,..,8ek = 1,...,5 que verificam as

1 v8 158 18 1 v8 1 v8
3. o Xy hipainy = 5o Yimy hipaip = o= Xy hig@iz = o= Xiny hia@ia = o= Ying hisais

e que este valor comum seja 0 maximo.*’

A solugédo do problema anterior, aplicando o método simplex é a seguinte:

38]sto é evidente, mas é importante para nio se obter solu¢des com 4; ;. < 0, que carecem de sentido.
3Cada méquina passara a jornada de trabalho inteira produzindo algum tipo de madeira.
408e chamamos de zx = Z?zl hi xa; i as unidades produzidas de cada tipo de madeira k =

1,2,3,4,5, entdo as unidades totais de madeira produzidas (em uma jornada de trabalho) sdéo M

22:1 Zk. Assim, temos as condi¢des zx = pxM paratodo k = 1,2, 3,4, 5 sendo equivalentes as pri-
meiras condi¢des de 3. Para ver isso, basta observar que p1 + p2 + ps + p4 + ps = 1, pela definigdo de

Dk> € que

Z Z Z Z Z
P1 1+P2 2+P33+P44+P5 5)

PM = pi(

P1

P2

p3

P4

Tk
= pr(p1+p2+p3+ps +P5)p—k

= Zk-

P5

Estas ultimas condi¢des sdo mais claras que aquelas que aparecem em 3.
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Numero da Tipo de madeira
maquina 1 > 3 4 5
1 0 0,3321 0 0 0,6679
2 0 0,9129 0,0871 0 0
3 0.5744 0 0,4256 0 0
4 0 0 0,9380 0,0620 0
5 0 0 1 0 0
6 0 0 0 1 0
7 0 0 0 1 0
8 1 0 0 0 0

Tabla 3: Los hjx,comi=1,2,...,8ek =1,2,...,5, timos buscados.

O total 6timo de unidades de madeira de cada tipo que se pode produzir em uma jornada

de trabalho é

8
Z hiiai1 =0,5744-5+1-5="7,872,

i=1

8
D hisin =0,3321-7+0,9129 - 7,8 = 9,44532,

i=1

8
Z hiza;3=0,0871-9,7+0,4256 - 10+ 0,9380-9,0+ 1 - 8,5 = 22, 04287,

i=1

8
> hia@ia=0,0620-13,5+1-13,5+1-14,0 = 28,337 e

i=1

8
D" higais =0,6679 - 16,5 = 11,02035,

i=1

respectivamente.

3.2.3. Variedade de outros possiveis exemplos

Suponhamos agora que temos n maquinas que formam parte do processo de producédo de
um certo tipo de bem, composto de m pegas (em principio podem haver repeti¢des de tipos
de pegas, no entanto, em nome da simplicidade de tratamento, lidaremos com cada pega como
sendo de tipo distinto e isso ndo representara nenhum problema). Chamemos de ; 0 nimero
de pecas do tipo k que sdo produzidas em uma jornada de trabalho utilizando a maquina i.
Observemos que caso a maquina i ndo seja capaz de produzir pegas do tipo k (por exemplo,
um trator ndo poderia produzir parafusos) entdo poderiamos ter @;x = 0. O que estamos
buscando? Queremos distribuir o trabalho entre as diferentes maquinas de tal maneira que
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maximizemos o nimero total de produtos completados. Chamemos de #; ; timpo, expresso
como fragdo da jornada de trabalho, que vamos utilizar a maquina i para produzir pegas do
tipo k. Nosso problema é precisamente determinar os /; x comi = 1,..n,k = 1,...,m de tal
maneira que maximizemos o produto final de itens finalizados. Vejamos que condi¢oes os 4; x
precisardo garantir. E evidente que /; ; > 0 para todo i, k e que para cada i

m
D hig=1.4
k=1

Se z; representa o total de pecas do tipo k produzidas, temos que

n
% = Z a;ihik,
i=1

ja que a; xh; x nos fornece o total de pecas do tipo k produzidas utilizando a méquina i. Se
queremos obter itens completos, serd preciso impor a condi¢do z; = z2 = ... = Z,;, ou seja,
que o total de pecas de cada tipo seja igual. Devemos maximizar o valor comum, z, de todas
estas quantidades. Portanto, solucionar o problema enunciado nos leva a resolver o Problema
A: Determinar h; y comi=1,...,n, k =1,...,m tais que

1. hjy >0paratodoi=1,..,n,k=1,....m.
2. X0 hix=1paracadai=1,...,n.

3. =21 = ... = Z; € 2 ¢ 0 maximo, siendo zx = X7, ;i h; paratodo k.

O leitor pode facilmente escrever o Problema A da forma usada em (23).%> Outras variacoes

deste problema tambén se encaixam com a estrutura do Problema A. Por exemplo, se apenas
produzissemos um unico tipo de pega com diferentes maquinas e houvessem distintos pro-
cessos necessarios de produgao da mesma, nos quais diferentes maquinas pudessem ser utili-
zadas,” chegarfamos ao Problema A, com a diferenca de que @; x, neste caso, seria o niimero
de pecas que tivessem passado pelo k—ésimo processo utilizando a maquina i durante uma
jornada de trabalho.

Também podemos acrescentar ao problema original condi¢des com limitagdes adicionais,
por exemplo, se cada processo de manufatura exigir uma quantidade de energia diferente,
poderiamos querer limitar o gasto energético total. Chamemos de ¢; x 0os kWh de energia con-
sumida por dia pela fabricagao da pega do tipo k utilizando a maquina i . O gasto energético
total é dado pela expressao X.'_; > hixcik. Podemos entdo acrescentar ao Problema A a
restricdo de que o gasto energético total seja menor ou igual a C, para algum C prefixado.
Assim, chegamos ao Problema B: Determinar h; y comi =1, ...,n, k =1, ..., m tais que

1. hjy >0paratodoi=1,...,n,k=1,....,m.

*Podemos assumir que cada maquina sera utilizada durante toda a jornada de trabalho, caso con-
trario, substituirfamos a condigao por »}7" | h; x < 1.

420 problema descrito em 3.2.2 pertenece a esta familia de problemas se tomamos como “a;
sendo py a propor¢do de madeira do tipo k que é necessario produzir.

$por exemplo, fabricar armdrios necessita primeramente derruar arvores, cortar a madeira nas di-
mensdes adequadas, ...etc e todos estes processos poderiam ser realizados com diferentes maquindrios.

» ai,k
Pk
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2. Y hix=1paracadai=1,...,n.
3. 2=21 = ... = Zy € 2 ¢ 0 maximo, sendo zx = D1, @; xh;x paratodo k.

4. Y0 2q hikeix < C.

Observamos que c; x pode ser substituido pelo gasto de d4gua ou de pessoas utilizadas na pro-
dugio do tipo de pecas k usando a maquina i e assim podemos impor restricdes sobre a quan-
tidade total de d4gua que se pode gastar ou sobre o total de pessoas a serem utilizadas.

Agora, vamos supor que uma mesma maquina é capaz de produzir, de uma sé vez, dife-
rentes pecas (ou de realizar varios processos a0 mesmo tempo), e que podemos organizar o
processo produtivo utilizando diferentes métodos de produgio. Seja A; x ; 0 nimero de pegas
do tipo k que sdo produzidas sob o /-ésimo método de producao utilizando a maquina i. Se
hi; é o tempo, expresso como fragdo da jornada de trabalho, que é empregado na utilizagao
da maquina i/ com o /-ésimo método de producao, entao a quantidade total de pecas do tipo
k produzidas utilizando todas as maquinas, zx, serd expresso por zx = >.;; A x,/hi. 0 mesmo
raciocinio que antes nos conduziu ao Problema C: Determinar os A;; tais que

1. h;; > O paratodoi,!.
2. Yy hiy=1paracadai.

3. =21 =... = Z;y € 2 € 0 maximo, sendo zx = }};; A;x,1hi; paratodo k.

E possivel inclusive estender o problema ainda mais e expressar muitos outros problemas da
mesma forma, entretanto, cremos que com estes exemplos terao bastado para que o leitor en-
tenda a idea por tras da sua aplicagdo e o quao versatil é a programagao linear ao ser aplicada
a problemas econdmicos, em qualquer escala. O leitor interessado em se aprofundar nestes
temas pode consultar [39] e [40]. Com respeito a escala, a solu¢ao aos problemas que temos
apresentado, que tratam basicamente sobre a otimiza¢ao do uso de maquinario, fazem uma
diferenca mais intensa ao serem aplicados a setores maiores da economia.

3.3. Nao-linearidades

Até agora temos considerado que as variagdes na economia sdo produzidas de maneira
linear. Isto significa que assumimos que para se produzir uma quantidade n vezes maior (ou
menor) de um dado produto x, necessitaremos de uma quantidade n vezes maior (ou menor)
de insumos. Esta ¢ a melhor aproximagdo inicial ao funcionamento macroscopico real das
economias. Contudo, em um nivel mais detalhado de andlise se comprova que ha certos setores
que se comportam de maneira notavelmente diferente: estamos falando de nao-linearidades
(ver figura 7).
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Figura 7: exemplos de fung¢oes lineares (a), e nao lineares (b,c,d). Se as entendemos
como fung¢des de produgio, o eixo horizontal é a quantidade de insumos e o vertical,
a de produtos fabricados.

Ha diversos tipos de fendmenos que impedem um comportamento linear: custos fixos,
produtividade marginal crescente, decrescente, etc... Além disso, incluiriamos entre as nao-
linearidades as situagdes econdmicas nas quais se exigem resultados inteiros.** As incluimos
porque estamos manejando uma nogao de linearidade em sentido estrito: em casos lineares
podemos reduzir ou aumentar o conjunto de insumos/produtos por uma relagdo arbitraria,
sem termos que nos limitar a resultados inteiros.

3.3.1. Desafios

Para facilitar a comprensao intuitiva destes desafios, apresentaremos varios exemplos con-
cretos destes fendmenos em economias reais:

» Custos fixos: para visualiza-los, imaginemos um modelo linear para o caso da extragao
de gas, de tal forma que encontrassemos uma relacao de 2 horas para extrair 1L de gas

“Nos referimos as variaveis inteiras, que desenvolveremos na préxima secio, na qual ficardo mais
nitidas tanto estas no¢des quanto a distingdo no que diz respeito a “relacdes arbitrarias”
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(em média). Considerando estes dados, poderiamos concluir que para se extrair um to-
tal de um litro de gas necessitariamos somente duas horas de trabalho humano. Todavia,
acrescentando um pouco mais de realismo ao problema, nos damos conta de que isso
¢ um absurdo. Para se extrair o primeiro litro de gés, antes disso deveriamos construir
enormes instalagdes de extragao e transporte, que exigem milhares de horas de trabalho.
Estes investimentos que necessitamos como base para realizar certos processos produti-
vos e que ndo variam com a quantidade produzida sdo aquilo que chamamos de “custos
fixos” e sdo essenciais em diversos setores.

» Produtividades marginais: como exemplos de uma produtividade marginal crescente

e decrescente temos as economias e deseconomias de escala. As economias de escala
sao produzidas quando, ao aumentarmos a quantidade produzida, os custes médios por
unidade produzida sdo reduzidos (um exemplo sdo os conglomerados capitalistas que
utilizam esta vantagem no mercado). Com as deseconomias, por sua vez, ocorre justa-
mente o contrario. Em setores como a mineragao ou a agricultura, primeiro sao culti-
vadas as zonas mais férteis e com maior produto por hora trabalhada mas, 8 medida em
que estas vao se acabando, comeca-se a se fazer uso de terras menos produtivas, dando
lugar a uma produtividade marginal decrescente. Nestos casos, se quiséssemos duplicar
a producio, teriamos que investir mais do que o dobro de trabalho.

» Varidveis inteiras: uma variavel inteira (..., -2,-1,0,1,2,...) se distingue das varia-
veis reais (0,1, -34,3, 1, 7, . . . ) que manipulamos na programagao linear, no sentido de
que elas tém parte decimal. Exemplos econémicos de variaveis inteiras sao as fabricas
ou muitos dos bens de consumo que sao produzidos. Para efeitos da planificacdo, deve-
mos levar em conta varidveis inteiras para que o plano ndo preveja a construgiao de um
ter¢o de fabrica em um determinado local, ou a alocagao de meio veiculo para tal loja,
por exemplo.

A seguir, veremos as diferentes estratégias que sdo utilizadas para abordar estas dificulda-
des na hora de calcular um plano viavel e aproximadamente otimizado.

3.3.2. Solugdes

Antes de entrar nos tipos de solugdes é preciso fazer um apontamento acerca da utiliza¢do
dessas solugdes. Quando é preciso resolver problemas para além da mera planificagdo linear,
a complexidade computacional logicamente aumenta, restringindo aiunda mais (ou menos) a
nossa margeM de manobra [41]. Nao obstante, isso ndo nos impede de aplicar estes métodos
em escalas inferiores a diretamente nacional: as solu¢does exatas para os problemas apresen-
tados podem ser encontradas, na pratica, em outras escalas como no nivel setorial, regional
ou local.* Existe uma rica literatura de métodos mais complexos mas bem mais uteis que

45 Além do enfoque algoritmico que estamos expondo neste trabalho, é conveniente destacar o tra-
tamento da complexidade que tem sido realizado a partir da Cibernética. Na URSS do pés-guerra a
modelizagdo de sistemas dindmicos com retroalimentagdo continuou ganhando muita relevancia, pre-
cisamente no contexto da planificacdo em escala regional e local. Como face visivel desta iniciativa,
cabe mencionar o pouco conhecido grupo de pesquisadores soviéticos de Cibernetica do Instituto de
Economia de Novosibirisk, Sibéria [42].
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Figura 8: exemplo de custos marginais decrescentes. Aproximamos a nuvem de pontos
por duas retas, conforme a produgdo seja em maior ou menor quantidade. A zona
sombreada nos indica o intervalo de confianga do nivel de aproximagao utilizado.

poderiam ser aplicados nestes casos, rebaixando a complexidade computacional por meio de
aproximagoes e garantindo resolu¢des vidveis na pratica. O aprofundamento nas caracteristi-
cas desses métodos é algo que excede os limites de um artigo introdutério, mas faremos uma
descrigdo superficial de alguns exemplos para que o leitor comecee a se familiarizar com os
mesmos.

Linearizacao por partes

Para enfrentarnos a fungdes nao lineares (como as produtividades crescentes o decrescen-

N . 7 > » . L4 » e . .
tes, por exemplo) podemos “lineariza-las”. "Linearizar”, na Matematica, significa escolher uma
funcao linear que se parecga bastante com a func¢ao original, seja localmente (como no caso da

linearizagao por partes) ou seja globalmente.

Um exemplo intuitivo seria 0o modelo que se usa para o Planeta Terra, dependendo do nos-
so objetivo. Todos sabemos que a Terra é esférica (tecnicamente, esferoide) e se nos dedicésse-
mos a calcular as drbitas de satélites, estariamos obrigados a levar em conta esta esfericidade.
No entanto, quando precisamos projetar um edificio ou uma rede de trens, assumimos que a
Terra é plana, deixando de levar em conta sua esfericidade, porque isso facilita os célculos e
nesta escala ¢é irrelevante se ela é uma esfera ou se é plana.

Para encontrarmos um plano aproximadamente 6timo podemos utilizar exatamente o
mesmo instrumento, considerando que em cada regido local das fun¢des nao lineares hd uma
fungdo linear que as aproxima bem o suficiente (0 que chamamos de linearizagdo por partes).
Esta ferramenta é utilizada em muitos setores; por exemplo, poderiamos linearizar os custos de
produgao quando temos alguns custos marginais decrescentes, que também foram estimados
com um certo nivel de erro (quando temos uma nuvem de pontos, ver figura 8).
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Otimiza¢ao nao convexa

A otimizagdo ndo convexa se da precisamente quando temos comportamentos de produ-
tividad marginal crescente (entre outros) como os da economia de escala. Estes casos geram
regides vidveis ndo convexas, onde ndo podemos aplicar os métodos de programagao linear que
vinhamos utilizando.*® Nao obstante, uma ferramenta que pode ser utilizada para se resolver
este problema ¢ a inscri¢ao de um poliedro convexo P no interior da regido ndo convexa P de
tal maneira que possamos aplicar as ferramientas de programagdo convexa sobre ela. Ao ob-
termos um maximo aproximado x; dentro dessa regido, podemos usa-lo para construir uma
nova regido convexa P9 que esteja mais proximo de um 6timo da regido nao convexa x; (ao
menos localmente) e repetir novamente o mesmo processo (ver a figura 9). Dessa maneira, por
recorréncia acabariamos nos aproximando (com uma pequena margem de erro) de um valor
6timo [21] (pelo menos um 6timo local).

[75] [75]
5] O
p— p—
[o] [o]
= =
o @)
o) 0
= X1 S
» »
O O
2 1 X 2z 1 X
L L
@) O
x* x*

Figura 9: Graficos representando os dois primeiros passos iterativos do método.

De fato, é dessa maneira que funciona, de maneira inconsciente, o mercado capitalista atual:
se aproximando de 6timos por recorréncia. A boa noticia ¢ que em uma economia planificada,
tendo informagdes do conjunto, ndo temos por que nos conformarmos com um 6timo local
da regido ndo convexa - pelo contrario, ha diversas ferramentas de analise que permitem que
se encontre o 6timo de toda a regido x*. Tendo esta visdo de conjunto, poderiamos poupar
custes e aumentar a eficiéncia dos processos nos pontos onde o mercado ¢é incapaz de fazer
isso, devido ao seu funcionamento.

Programacao inteira mista

Por sua vez, o problema das variaveis inteiras tem uma solugdo conhecida pelo nome de
programacao intera mista (MIP, por sua sigla em inglés). Trata-se de uma varia¢ao da progra-
magcao linear na qual se acrescenta a restricao de que certas variaveis sejam inteiras. A restricdo

460 mecanismo matemdtico concreto pelo qual este tipo de comportamento, em certos benes, dio
lugar a regides viaveis ndo convexas envolve as segundas derivadas de suas func¢des de produgdo. Con-
tudo, tanto este mecanismo como sua tradu¢do nos comportamientos econdmicos reais se encontram
fora dos objetivos explicativos deste trabalho.
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dificulta consideravelmente o problema, ao ponto de se precisar de outros algoritmos tais co-
mo o “branch and cut” (ramificar e cortar”). O leitor interessado neste tipo de problemas pode
consultar [43]. Representamos um problema de MIP na figura 10.
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Bicicletas de montafa (x7)
Figura 10: A zona em branco representa a regido viavel do problema de programacio
linear que apareceu na Se¢ao 3.2, enquanto que os pontos em azul representam a regido
vidvel de sua correspondente versdo inteira, ou seja, o problema das bicicletas com
a imposi¢do da condi¢do de que as varidveis sejam numeros inteiros (problema de
programagao linear inteira).

Inteligéncia Artificial (IA)

Outra proposta para lidar com nao-linearidades ¢ transformar a matriz tecnolégica a de
tal maneira que cada coeficiente, ao invés de ser um simple escalar a;;, seria uma fungdo capaz
de modelar economias de escala f;;(x;) [44]. Desta forma, a matriz tecnolégica F'(x) variaria
em fun¢ao do numero de unidades de cada produto j a serem produzidas.

(I-A)x=d — (I-Fx)x=d

—6111 aip -+ ai -f11(X1) fia(x1) - fln(xl)-
Ao 0?1 a?z : a'2n L P = leFXQ) f22FX2) o fon FX2)
_anl ap2 - ann_ _fnl (xn) fn2 (xn) T fnn (xn)_

Para que esta proposta seja viavel para a planificagdo em grande escala, cada unidade pro-
dutiva deve ser capaz de modelar de maneira precisa a quantidade de insumos necessarios
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para se produzir cada bem em fun¢do das quantidades a se produzir, pelo que seria preciso
gerar um nimero enorme de modelos matematicos. Gragas aos avangos recentes na Ciéncia
de Dados e na Inteligéncia Artificial, este processo poderia ser realizado, até certo ponto, de
maneira automdtica, jd que estas fungdes f;; poderiam ser diretamente .*prendidas.®™ fungdo
dos dados reais de produgdo de cada uma das unidades de trabalho, tal como proposto por
Spyridon Samothrakis em [45].
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4. Complexidade computacional

Nas se¢des anteriores vimos como a otimizagdo linear ¢ util para que possamos organizar
a economia de maneira racional e eficiente, sem utilizar o dinheiro. L. von Mises sustentava
[46, 47] que isso era impossivel devido a complexidade dos célculos envolvidos.*” os propési-
tos desta secdo serdo, por um lado, definir com precisao o qué se entende por ¢complexidade
dos célculos envolvidos- o que chamaremos depois de complexidade computacional, associada
com certo algoritmo - e, por outro lado, demonstrar a complexidade computacional de certos
algoritmos.

Quando Mises formulou sua famosa critica a planificagdo econdémica, a palavra compu-
tador estava associada a um emprego, e ndo ao objeto utilizado hoje em dia para se conectar a
Internet, capaz de realizar milhares de milhdes de operagdes aritméticas por segundo. No ca-
so da URSS, um computador poderia ser imaginado como sendo um funcionario do partido
sentado em algum escritério da Gosplan, realizando somas e subtragdes a toda velocidade, o
que implicava em duas grandes limitacdes: o tamanho do problema a ser resolvido era bem
limitado e os erros de célculo eram a norma. Entretanto, tais limitagdes ja foram superadas
gracas aos computadores atuais, uma vez que eles podem realizar as mesmas operagdes, sem
falhas e a uma velocidade inimaginavel para um ser humano. Neste caso, o calculo econémico
racional seria possivel se dispusermos de algoritmos e recursos de computagao suficientes para
resolver o problema da programagéo linear rapido o suficiente [48].

4.1. O conceito de complexidade

A andlise da complexidade computacional ¢ um ramo do estudo de algoritmos que ten-
ta responder justamente a pergunta de se um determinado problema matematico pode ser
resolvido sob as condig¢des tecnolodgicas atuais. A complexidade de um algoritmo ¢ dada pela
relagdo entre o numero de operagdes aritméticas simples e o nimero de variaveis do problema.
Por exemplo, para contar o nimero de caracteres em uma frase (p.e., a frase ”Vamos planejar!”,
que tem 15 caracteres), é necessario unicamente iterar (ou passar) por cada caracter, comegan-
do pelo primeiro, e a cada nova iteragao somar 1 a um contador que originalmente estava em
0. Cada uma destas duas operagoes, iterar e somar, sdo repetidas para cada novo caracter, pelo
que dizemos que esta fun¢do tem uma complexidade n, onde n é o nimero de caracteres na
frase. Para expressar a complexidade de um algoritmo utilizamos a nota¢ao chamada de O-
grande (ou "Big O”), a qual expressa que o numero de operagdes do algoritmo é proporcional
a0, mas nao exatamente, o numero de variaveis do nosso problema n. Portanto, dizemos que

47Nos seus proprios termos: ”Tem sido afirmado que em uma economia socialista seria possivel re-
solver o problema do célculo econdmico por meio da implementacido de equagdes, considerando a
descricio feita pela economia matemdtica das condicoes de equilibrio econdmico. [...] [No entanto]
Hayek (1935) estima o ordem de magnitude do niimero de equagdes e calculos necessarios como sendo
centenas de milhares. [...] é claro que a multiplicidade de dados, e o correspondente estabelecimento
das equagdes, é uma tarefa drdua que vai além da planificagdo central. A impossibilidade pratica de se
levar a cabo as propostas relacionadas com esta ou com qualquer soluc¢do similar é certamente indiscu-
tivel’[46].
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a complexidade de contar os caracteres em uma frase é de O (n).

Mas entdo por que nio se obter o nimero exato de operagdes? Isso pode ser mais com-
plexo do que pode parecer a primeira vista, ja que depende de muitos fatores diferentes, como
o processador no qual se executard o algoritmo, a linguagem de programagao utilizada pa-
ra implementa-lo, quéo eficiente é a implementag¢do em si, etc. Portanto, a notagdo O grande
proporciona uma boa aproximagio sob a cual pode-se agrupar os algoritmos segundo sua
complexidade sem levar em conta todos estes fatores.

Dizemos que um algoritmo é “viavel” ou suficientemente “rapido” para ser executado nos
computadores atuais se pertence a classe de algoritmos com complexidade P. Sao chamados
de P os algoritmos que podem ser resolvidos em tempo (P)olinomial; ou seja, que seu tempo
de execugio estd delimitado por uma expressio polinomial do tipo O(n*) onde k é uma cons-
tante positiva. Dentro deste grupo, dizemos que os problemas de complexidade linear O(n)
(i.e., k = 1) sdo os que possuem o grau de complexidade mais baixo, seguidos de perto pelos
de complexidade logaritmica O(nlog(n)). No nivel seguinte de dificuldade, ainda podendo
ser resolvidos de maneira eficiente nos computadores atuais, estdo os problemas com comple-
xidade polinomial de ordem maior que 1 (i.e., k > 1), por exemplo O (n?) o0 O(n?) para k = 2
e k = 3, respectivamente.

Do outro lado estdo os problemas de tempo polinomial nao-deterministico (conhecidos
como problemas de complexidade NP por sua trascri¢ao em inglés Non-deterministic Poly-
nomial time), que tém uma complexidade O(e").*® Dizemos de maneira precisa que este tl-
timo grupo de problemas é computacionalmente intratdvel, uma vez que o nimero de ope-
ragoes cresce exponencialmente com o nimero de variaveis, o que esgotaria rapidamente até
os computadores mais rapidos. A principio, esta divisio entre problemas simples e complexos
pode parecer um pouco abstrata, sobretudo quando ndo compreendemos exatamente o que
significa um logaritmo ou uma fungao exponencial. Porém, ao comparar as diferentes fungoes
de complexidade em um mesmo grafico, o motivo desta divisdo se torna nitidamente claro,
como pode-se observar na Figura 11.

Podemos ilustrar as diferengas entre os problemas de tipo P e NP com um exemplo. A
complexidade da multiplicagdo dos numeros primos tem complexidade baixa, independen-
temente do tamanho de tais numeros (por exemplo, 1180 - 1233 = 1,454,940 e 1 -2 = 2
implicam “uma tinica” multiplica¢do).*’ Contudo, se propuséssemos o problema inverso, ou
seja, encontrar os dois numeros primos que multiplicados entre si ddo certo numero, pode
chegar a parecer um problema simples em pequena escala (p. ex., 15 = 3 - 5), mas se torna
extremamente complicado conforme os niimeros se fazem ligeiramente maiores (p. e., quais
dois nimeros primos tém como resultado 8,003 ao serem multiplicados entre si?°’). A primei-
ravista, o problema de encontrar os niimeros primos pode nao parecer muito interessante, mas
a criptografia se baseia justamente na dificuldade de se resolver esse tipo de problemas e gracas

480 numero de Euler e é aproximadamente 2,718.

9 A multiplicagido de ntimeros inteiros é de complexidade O(n log n) desde 2019. Ver Algoritmos de
multiplicagéo.

0 Alerta de Spoiler: 8,003 = 53 - 151
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Figura 11: Evolugdo da complexidade computacional em fungédo de n.

a ela podemos, por exemplo, evitar que nossos dados sejam visiveis para qualquer pessoa ao
transmiti-los quando nos conectamos a um ponto de acceso de Wi-Fi.

Parece evidente que os casos linear, logaritmico e polinomial O(n?) representam uma
complexidade bem menor que o resto. No outro extremo esta a complexidade exponencial,
que de maneira extremamente rapida se aproxima de uma evolugdo quase vertical. Nds se-
res humanos nao estamos acostumados a lidar com tais magnitudes, o que torna o conceito
exponencial pouco intuitivo. Talvez com um exemplo o leitor possa ter uma ideia melhor: o
ntmero de 4tomos no universo conhecido®' ¢é estimado, no menor dos casos, como sendo de
10% (o niimero 1 seguido de 80 zeros). Uma fungio exponencial superaria este valor ja com
n = 185! Em outras palavras, se n fosse o nimero de produtos em uma economia, os algorit-
mos de complexidade exponencial ndo poderiam ser utilizados nem mesmo para planejar uma
economia familiar. O leitor mais atento tera notado que, & primeira vista, a complexidade poli-
nomial O(n?) tenderia a um comportamento parecido, mas crescendo em um ritmo inferior.
Nada poderia estar mais longe da realidade! A chave para se compreender este assunto estd no
ponto n = 10, no qual a complexidade exponencial é dez veces maior que a polinomial O (n3).
Esta diferenca crescera de maneira exponencial a cada incremento de 7, o que faz com que na
realidade elas nao sejam nada parecidas. Este ultimo tipo de problemas exigiriam mais tempo
para se chegar aos seus resultados, mas os computadores atuais ainda podem processa-los em
uma velocidade suficiente para que possamos decidir que sdo viaveis de se executar, inclusive
para valores elevados de n.

Uma vez apresentadas as diferentes complexidadees que um algoritmo poderia represen-
tar, ainda falta responder & questdo de como obter a complexidade de um determinado algo-
ritmo. Este é um exercicio fundamental para que se possa comprender de verdade o que é a

>lhttps://en.wikipedia.org/wiki/Observable_universe#Matter_content)E2%80%
94number_of_atoms
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complexidade computacional. A Seccién 2 introduziu a matriz inversa de Leontief como sendo
um elemento fundamental para a planificacdo econdmica. Portanto, a complexidade implicada
na inversdo de uma matriz quadrada é um exercicio excelente para que possamos comprender
a complexidade computacional no 4mbito do planejamento. Para isso, vamos nos basear no
método Gauss-Jordan®? para inverter matrizes. E importante ressaltar que este método nio é
o mais eficiente de todos, mas sua simplicidade faz com que ele seja tremendamente didatico.

4.2. Inversao de Matrizes: o0 Método Gauss-Jordan

Suponhamos uma matriz quadrada A,

al dai2 a3
A=l a az a3 |,
as,1 asz asg
que, além disso, admite matriz inversa. O método Gauss-Jordan consiste em encontrar as ope-
racdes “elementais”™> que converterdo a matriz A na matriz identidade /. Uma vez encontra-

das, tais operagdes deverdo ser aplicadas, na mesma ordem, a matriz identidade / para se obter
a matriz inversa A~!.

A seguir vamos expor, passo a passo, as operagoes a serem realizadas para converter A em
1:°*

1. Dividir alinha 1 por a; ;. Operagoes realizadas: 3 divisdes.

2. Subtrairdalinha2alinha 1 multiplicada por a9 ;. Operagdes realizadas: 3 multiplicagdes
e 3 subtracoes.

3. Subtrair dalinha 3 alinha 1 multiplicada por a3 ;. Operagdes realizadas: 3 multiplica¢oes
e 3 subtracoes.

Depois destes trés primeiros passos, a matriz A passou a ser a matriz A’, cuja primera
coluna é idéntica a primeira coluna de [:

https://es.wikipedia.org/wiki/Eliminaci%C3%B3n_de_Gauss-Jordan

>3Estas operagdes consistem em somar a uma linha multiplos de outra linha, multiplicar uma linha
por um escalar (um ndmero real) no nulo, trocar a ordem das linhas. O leitor interessado em se aprofun-
dar sobre Algebra Linear pode consultar, por exemplo, [Algebralinear], AlgebralinearII]. Ha centenas
de bons livros tratando do tema de maneira extensiva.

>*Podemos supor que aj.; # 0 pois como A admite matriz inversa, nenhuma coluna de A pode ter
todas as entradas nulas, e portanto, alterando a ordem das linhas, sempre podemos garantir que seja
assim.
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4. Dividir alinha 2 por @}, , .”> Operagdes realizadas: 2 divisdes (lembrando que a,L =0).
B 2,2

5. Subtrair dalinha 3 alinha 2 multiplicada por aj ,. Operagdes realizadas: 2 multiplicagdes
e 2 subtracoes.

6. Dividir a linha 3 por a} , .>° Operagdes realizadas: 1 divisao.

’ 4

L aj, ajy
144

1 as 3
0O 0 1

A// —

@)

Neste ponto, a diagonal da matriz ja tem todos os seus componentes como 1. Agora basta
apenas proceder da mesma maneira, mas no sentido inverso.

7. Subtrair dalinha 2 a linha 3 multiplicada por aj 5. Operagdes realizadas: 1 multiplicacao
e 1 subtracao.

8. Subtrair dalinha I alinha 3 multiplicada por a} 5. Operagdes realizadas: 1 multiplicagao
e 1 subtragao.

9. Subtrair dalinha 1 alinha 2 multiplicada por a ,. Operagdes realizadas: 1 multiplicagao
e 1 subtracao.

1
A//l — 0
0

S = O
= o O

Apds todas estas operagdes, A”" = I. No total, este processo exigiu um 28 operagdes arit-
méticas simples (6 divisdes, 11 multiplicagdes e 11 subtragdes).”” Entretanto, este nimero é
apenas para o caso de A ser uma matriz 3 X 3. Devemos generalizar o célculo das operagdes
para uma matriz arbitraria n X n.

>>Podemos supor, novamente, que a , # 0, j4 que nenhuma coluna da submatriz obtida pode ter
todas as entradas nulas.
*%Podemos assumir, novamente, que a% 5 # 0 pois nenhuma coluna da submatriz obtida pode ter
todas as entradas nulas.
57 - (i < .
As trocas entre as linhas nos casos onde o ‘pivd’ fosse nulo ndo supéem nenhuma mudanga na
complexidade computacional do algoritmo.
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4.3. Inversao de matrizes: complexidade

O método Gauss-Jordan poderia ser visto como sendo um método iterativo no qual a cada
etapa operamos com matrizes menores. Dada a matriz n X n exibida abaixo e partindo do
primeiro pivé (os pivos sdo os elementos na diagonal que devem passar a ser 1), o objetivo é
tornar 0 todos os elementos na sua linha e na sua coluna, para posteriormente passarmos a
realizar a mesma opera¢do com a matriz (n — 1) X (n — 1).

a1 aiz aiz vt dip
a1
asl

(n-1)x(n-1)
an,1

Antes de comegar, como antes, assumimos que A admite matriz inversa® e consequentemente

podemos assumir que a1 # 0 pois em caso contrario poderiamos trocar o ordem das linhas
para garantir que seja assim.

Para se obter o pivd como 1 é necessario realizar n divisdes (dividir a primeira linha por
ay,1). Para que o primeiro elemento em cada linha i passe a ser 0, teremos de realizar n mul-
tiplicagdes (multiplicar a primeira linha por a; 1) e n subtragdes (subtrair os n elementos da
linha i pelos da linha 1). Esta operagao tera de ser repetida para cada uma das n — 1 linhas.
Por ultimo, s¢ faltaria tornar 0 os n — 1 elementos restantes na primera linha. Cada elemento
na coluna j passaria a ser 0 multiplicando o pivé na coluna j por a; ; e subtraindo o resulta-
do da sua posi¢do na primeira fila. Portanto, esta operagdo precisara de n — 1 multiplicacdes e
n—1 subtracdes. Para calcular o total de operagdes N (n), as operagdes anteriores teriamos que
somar as operacdes necessarias para uma matriz (n—1) x (n—1) ,>° resultando na equacio (28).

N(n)=Nn-1) + n + 2-n-(n-1) + 2-(n-1) . (28)
S — S~—— ~— ——— ~—_—————
recursividade ~ divisoes para MultiplicagGes e Multiplicagdes e
tornar 1 0 pivd  gubtracoes para tornar  subtracdes para tornar
0 a coluna 0 alinha

Os dois ultimos termos da soma na equa¢a (28) podem ser combinados em um tunico
termo, dando lugar a expressio N(n) = N(n — 1) + n+ 2 - (n> — 1). Chegando neste ponto,
precisamos somente continuar com o processo iterativo:

Nn-1)=Nn-2)+(n-1)+2-((n-1)%*-1). (29)

Na equagdo anterior, simplemente partimos da equagdo para N (n) e sustituimos n por n—1,
aplicando deste modo o conceito de recursividade. Da mesma maneira, para obter o nimero

>8Caso contrario nio seria possivel atingir o objetivo do algoritmo.

>?Quando passamos para os sucessivos pivds, raciocinariamos como antes para garantir que, alteran-
do a ordem das linhas se fosse necessario, o pivd nio seja nulo. Neste artigo assumimos que as trocas
das linhas nos casos onde o pivd fosse nulo nao alterariam a complexidade computacional.
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total de operagdes teremos de continuar para n — 2, n — 3, etc. Seguiremos como o processo
até chegamos a N(1) = 1, porque a menor matriz que encontraremos é a matriz 1 X 1 que
corresponde ao ultimo pivo, e que precisa de uma unica divisdo para se tornar 1. Expressando
em notagdo matematica, a complexidade do método Gauss-Jordan sera determinado por:

C:Zn:[mz-(k?—n]=Zn:k+22n:k2—2i1. (30)
k=1 k=1 k=1 k=1

Como passamos de C a notagdo O-grande? (alerta de spoiler, nessa notagao, a complexi-
dade final sera de O(n?)) Por sorte, a ecuagdo (30) pode ser simplificada utilizando-se alguns
truques matematicos. O primeiro deles é bastante evidente: somar n vezes 1 é igual a n. Por ou-
tro lado, o primeiro termo de C ¢ aquilo que se conhece na Matematica como uma progressdo
aritmética, a qual pode ser simplificada de uma maneira bastante original:

Zk:1+2+3+---+(n—2)+(n—1)+n.
k=1

O que também pode ser reescrito no sentido inverso:
n
Ezk:n+(n—D4{n—2)+~-+3+2+1.
k=1

Somando ambas as expressdes, obtemos que 2 33} _; k = n(n+1) pois ha n somas da forma
J+(n—j+1)=n+1 Aexpressio para },;_, k? sera obtida a partir da formula deduzida
anteriormente. Por um lado temos que

n

DM+ 1P =k = (n+ 1) - 1 (31)
k=1
e por outro lado obtemos
Z[(k+1)3—k3]: [3k2+3k+1]:32k2+32k+n. (32)
k=1 k=1 k=1 k=1

Juntando (31) e (32) podemos eliminar 37} _; k? e, assim, obter

(33)

Z”: 2 n(n+1)2n+1)
k=1 6

Chegando neste ponto, a complexidade do método Gauss-Jordan pode ser reescrita como
segue:

_ n(n2+ 1) +9. n(n+ 1)6(2n +1) _ope 4n3 + 9é12 - Tn . (34)
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Figura 12: Comparagio da complexidade O (n*) com o niimero exato (C) de operagdes
do método Gauss-Jordan.

Recomendamos ao leitor resolver a equagao (34) para n = 3 e comprovar que de fato ob-
temos o mesmo resultado calculado para a matriz 3 X 3 na se¢ao 4.2.

Neste ponto, resta apenas o tltimo passo, que é obter a complexidade na notagao O-grande.
Para um 7 suficientemente grande, o elemento de maior exponente na expressdo obtida vai
dominar a complexidade total (ver a Figura 12). Por isso, podemos ignorar as constantes e 0s
termos de menor expoente e nos referir diretamente ao elemento de maior expoente. Portanto,
a complexidade computacional do Método de Gauss-Jordan é de O (n?).

4.4. Complexidade e planejamento econdmico

Uma vez compreendido o conceito de complexidade computacional, estamos em posi¢ao
pra nos perguntar: seria possivel utilizar o método simplex para planificar uma economia mo-
derna? Ao longo das tltimas décadas, foram apresentadas diferentes propostas para resolver
os problemas de programagao linear, todas elas com complexidade polinomial, como exposto
no quadro 4. A possibilidade (ou impossibilidade) de se utilizar tais algoritmos para planificar
uma economia dependera do valor final de n, 0o nimero de produtos a serem produzidos.

Podemos assumir que, em uma economia moderna com altos niveis de especializagdo, o
numero de produtos ¢ proporcional (mas provavelmente inferior) ao nimero de habitantes,
ja que a elaboragao de certos produtos complexos (p. e., veiculos, moradias, computadores,
etc.) exigem o trabalho de mais de uma pessoa. Portanto, podemos reconhecer que um limite
superior para o parametro 7 seria, sendo generosos, da ordem de 10%, no caso da tentativa de
se planejar toda a economia mundial ou economias do tamanho da India ou da China. Bem,
desde 2006 ja somos capazes de resolver problemas de tal magnitude em menos de uma ho-
ra utilizando supercomputadores que executam célculos paralelizados utilizando milhares de
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processadores [49].%° No caso de problemas mais modestos, com o numero de produtos n na
orden de 10%, os processadores de 4 nticleos da maioria dos computadores de emesa seriam
suficientes [51].

Autor Ano | complexidade
Khachiyan 1979 O(n®)
Karmarkar 1984 O (n*9)
Renegar 1988 O (n*87)
Vaidya 1989 O (n*9)
Lee e Sidford 2015 O (n*°)
Cohen, Lee e Song | 2020 O (n?>3™)

Tabla 4: complexidade computacional dos diferentes algoritmos propostos para o mé-
todo simplex [52].

Como vemos, o problema do cdlculo econémico no socialismo, ao menos a partir do ponto
de vista técnico, ndo é absolutamente insoltvel. Tanto as analises de complexidade computacio-
nal quanto os resultados empiricos demonstram que manipular problemas de otimiza¢do do
tamanho das economias atuais é nitidamente algo viavel. No entanto, é preciso advertir que o
problema do célculo econdmico ndo se coloca apenas em termos técnicos, tal como fizemos até
o momento, mas também teria um carater puramente econdémico, relacionado com a valoragdo
e a decisdo humana sobre os fins e os meios da atividade produtiva [48, 53]. E precisamente
neste ultimo ponto que tem se focado parte da critica austriaca atual a economia planificada
e é por isso que, na CibCom, tratamos este tema como sendo uma das chaves para para que
possamos voltar a colocar a planificagdo socialista no tabuleiro.

60 As dltimas investigagdes neste Ambito foram levadas a cabo por Tomas Hirdin em [50], onde analiza
as capacidades dos supercomputadores atuais para resolver problemas lineares com matrizees dispersas
(i.e., com a maioria das entradas sendo iguais a 0), ja que podemos esperar que os insumos de cada
uma das industrias seja um subconjunto pequeno de todos os produtos disponiveis em uma economia,
dando lugar a matrizes tecnoldgicas dispersas.
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5. Conclusoes

Grande parte dos problemas da planificagdo econdmica ensaiada nos chamados “paises do
socialismo real” sao hoje remediaveis mediante uma utilizagao adequada de certos instrumen-
tos matematicos e computacionais modernos. Por mais complexa que seja se aproximar desses
instrumentos logo de inicio, é possivel realizar uma abordagem pedagégica que nos permita
avaliar as suas implica¢des praticas. O problema econémico, resumido na introdugao sob o ti-
tulo de "logistica, desenvolvimento, viabilidade”, recebe uma resposta nitida, coerente e sélida
a partir do programa cibercomunista.

Relativamente a primeira questao, a intengao ¢ gerenciar as questoes logisticas de forma
mais precisa e eficiente do que os mercados capitalistas e seus mecanismos: a concorréncia
disciplinaria entre capitais independentes e a lucratividade monetdria como incentivo unidi-
mensional e generalizado. Além disso, pretende-se fazer isso evitando os vicios ja mencionados
da pioneira economia soviética; principalmente, planejar o nimero de bens de cada tipo ten-
tando antecipar ou prever as necessidades dos cidadaos. Que licoes podemos tirar dai? Quais
sdo as exigéncias que derivam do nosso desenvolvimento?

1. A avaliagdo e os pregos dos bens deve manter uma proporcionalidade com seus custos
sociais e considerar, organicamente, a escassez dos recursos naturais.

2. A planificagio deve se estabelecer em relacdo as necessidades efetivamente expressas em
uma pluralidade de instancias sociais, formando um sistema de retroalimentagdo entre a
Administragdo e suas distintas ramificagées em diferentes escalas.®!

3. E necesséario um sistema contdbil universal alternativo para poder representar ou homo-
geneizar distintos conjuntos de bens com uma tnica unidade comum. Se nao formos
capazes de utilizar uma unidade ndo monetaria, o uso do dinheiro prevalecera, com
todos os problemas que isso acarreta.

Bem, comegando por este tltimo, o ciber-comunismo contempla os chamados custos de
mdo de obra integrados como sendo a tinica magnitude capaz de assumir essa fungdo. As vanta-
gens que eles fornecem sao basicamente duas. A primeira e mais evidente ¢ que, incorporados
dentro uma metodologia insumos/produtos, eles estabelecem os fundamentos para a elaboragéao
de planos econdmicos em detalhes. Durante o processo que indicamos para calcular os CMOI
de cada tipo de bem, é necessario determinar quantas unidades de cada tipo de outros produ-
tos sio necessarios para se produzir uma unidade de qualquer outro bem. E gragas a isso que
podemos levar a cabo nossa estratégia basica de planifica¢ao: determinar, a partir da matriz
tecnologica, a quantidade de unidades de cada tipo de bem que é preciso produzir para satisfa-
zer uma demanda final em constante atualiza¢do. Como vimos, para isso, precisamos apenas
calcular a matriz inversa de Leontief.

61Tal como tentaremos explicar nos préximos tempos, a partir do ponto de vista do ciber-comunismo,
“a democracia [direta] é importante, ndo [apenas] por razdes morais, mas por ser capaz de capturar, de
forma detalhada e na maior quantidade possivel, as informagdes sobre a demanda, assim como captar
boas ideias que atualmente sdo ignoradas pelo sistema de mercado” [54].
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A segunda vantagem ¢é algo que somente mencionamos de passagem: os CMOI permitem
estabelecer um sistema de compensacao alternativo aos saldrios tal como os conhecemos, ba-
seado em certificados, tokens ou créditos de trabalho. Este sistema permite adquirir certos tipos
de benes de consumo en lojas ou estoques publicos sem problemas de desequilibrios persis-
tentes entre oferta e demanda efetiva (descritos no Apéndice A). Para mais informagdes sobre
esta proposta, recomendamos ler [10].

Em qualquer caso, a férmula do éxito da organizagdo ciber-comunista da logistica é a socia-
lizagdo da atividade econdmica; uma centralizacdo administrativa que nos permita conhecer
e mobilizar os recursos disponiveis democraticamente, superando a opacidade informacional
constitutiva da propiedade privada.

Em outra ordem de coisas, encontrariamos a problematica do desenvolvimento. Em to-
da economia avan¢ada, com multiplas industrias e técnicas de produgdo para cada um dos
productos, ¢ necessaria uma fungdo de distribugdo de recursos entre as diferentes tarefas eco-
nomicas. Nas sociedades capitalistas, esta func¢ao é levada a cabo pelo mercado, con suas de-
sastrosas crises periodicas derivadas da concorréncia, e a fungdo empresarial, com a falta de
controle democratico da economia que esta implica. No seu lugar, propomos a expropiagao
dos meios de produgdo e sua gestao coletiva mediante ferramentas de otimizagao matematica
para a execucdo das decisdes econdmicas adoptadas. A optimiza¢do permite maximizar ou mi-
nimizar certa func¢do objetivo, como poderiam ser a quantidade de trabalho em uma sociedade
ou 0 COy emitido, mantendo em consideragao os limites biofisicos do sistema (quantidade de
matrias primas consumidas, horas de trabalho disponiveis, etc.). Utilizando este enfoque al-
ternativo conseguimos uma maior eficiéncia, uma vez que se estariam tomando decisoes Oti-
mas dado certo nivel tecnoldgico, e, por sua vez, permitimos um controle democratico sobre
a economia, seja por meio de plebiscitos ou por meio do consumo da populagao refletido na
demanda.

A metodologia basica apresentada para dar resposta a estes problemas é a programagdo li-
near, que consistente em otimizar fungdes lineares em um poliedro convexo. Como pudemos
apreciar, ela é incrivelmente versatil. A familia de problemas, tanto microeconémicos quanto
macroeconomicos, que podem ser formalizados como problemas de programagao linear ¢ gi-
gantesca.

Nio obstante, como se pode imaginar, a joia da coroa da iniciativa ciber-comunista ¢ a
promessa de que todos estos calculos e operagdes sdo computaveis em um tempo razoavel e
com uma aproximagao suficiente; em outras palavras, é a promessa de que ela é capaz de res-
ponder ao chamado problema da viabilidade.

A ideia de que isto seria impossivel, de que nao se pode resolver o problema do calculo eco-
noémico democraticamente, é apreciada em quase todos os rincdes do espectro politico. Desde
os liberales até os socialistas de mercado, passando por distintas formas de social-democracia,
encontramos pessoas repitindo os argumentos da escola austriaca. Contudo, os grandes ava-
n¢os nas ultimas décadas com relagdo a algoritmos de otimiza¢ao mais eficientes e compu-
tadores mais rapidos parecem indicar totalmente o contrario.
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E bem conhecido o fato de que a programagio linear é facilmente tratével com compu-
tadores por meio de algoritmos como o simplex. Por sua vez, problemas nao-lineares mais
especificos, tais como os custos fixos, as economias e deseconomias de escala ou as variaveis
inteiras podem encontrar resposta quando reduzimos sua escala de maneira adecuada. Para
cada desafio, ha propostas algoritmicas que permitem enfrenta-lo a fim de poder maximizar
as vantagens do plano: linearizagdo por partes, otimiza¢ao ndo convexa, programagao inteira
mista, inteligéncia artificial, etc.

Para que possamos nos certificar sobre isso, este documento ofereceu uma introdugédo a
analise da complexidade computacional, a qual permite analizar de forma sistemadtica a com-
plexidade, seja na forma de recursos computacionais ou em tempo de calculo, de se resolver
um determinado algoritmo. Acreditamos que toda critica que se preze ao problema do calculo
econdmico deveria partir das ferramentas oferecidas pela analise de complexidade compu-
tacional. Os estudos referenciados neste artigo demonstram que, no estado técnico atual, ja
somos capazes de resolver problemas de otimiza¢do para economias de escala planetaria, pelo
que a suposta impossibilidade do calculo econémico nédo parece se sustentar.

Para finalizar, ndo é demais sublinhar que, para facilitar a exposi¢do, o desenvolvimento
deste documento foi marcado por premissas simplificadoras, enumeradas em 2.2. Para entrar
en detalhes e comprovar como estas questdes podem ser tratadas de maneira mais realista é
necessario “arregacar as mangas~ e mergulhar no trabalho que vem sendo desenvolvido atual-
mente por especialistas como Cockshott, Dapprich o Hardin. Isso nio significa que ndo tenha-
mos uma intengdo politica clara: demonstrar, mediante o esclarecimiento de suas arestas mais
técnicas, a vitalidade do projeto comunista e as bases sobre as quais ele pode se assentar.

Sublinhemos algo que nem sempre se explicita: ndo é preciso ser um génio da Cibernéti-
ca para descobrir o que ha de “magico” neste programa de investigagdo. A grande maioria de
nds ndo tera motivos para precisar inventar nenhuma técnica matematica nem para reajustar
a complexidade computacional de nenhum plano quinquenal. Nossa iniciativa de divulga¢do
com este nivel de profundidade pretende, antes de tudo, que cada vez mais setores de nos-
sa classe sejamos conscientes de que tudo isso existe, para que possamos compreender quao
esperangoso é o que estas investigacdes insinuam. Esta ¢ nossa mensagem para todos os que
sentimos os grilhdes do capital: camaradas, ha possibilidades para a nossa desejada democra-
cia, essa semente que vem germinando lentamente, quem sabe para quais colheitas futuras, e
cujos brotos nao tardardo em rebentar a terra!
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Sobre o0 CibCom

CibCom ¢ um coletivo interdisciplinar de origem espanhola, mas com proje¢do na Amé-
rica Latina, dedicado a investigagdo e difusdo do emergente ciber-comunismo (acrénimo do
nosso nome): a proposta orquestrada por Viktor Glushkov e Stafford Beer na segunda metade
do século XX, e desenvolvida por Paul Cockshott e Allin Cottrell nas ultimas décadas. As nos-
sas fileiras sdo compostas por estudantes e especialistas tanto do mundo das Matematicas, da
Fisica e da Engenharia da Computagdo e de Telecomunicagdes, quanto da Filosofia, da Eco-
nomia e da Sociologia, que, a partir de um paradigma marxista, insistem na necessidade de
superac¢do da economia de mercado.

Aspiramos a revitalizar as tradicdes revolucionarias depois de décadas de tropegos, fra-
cassos e retrocessos. Acreditamos que para que o movimento dos trabalhadores recupere seu
potencial transformador ele deve reafirmar sua projecao pds-capitalista. Para isso, nos dedica-
mos, principalmente, a estrutura¢do de um corpo tedrico sdlido e coerente sobre aquilo que
consideramos como sendo o principal dispositivo institucional de um programa politico socia-
lista: a planificagao democratica da economia. Devemos voltar a desnaturalizar a propiedade
privada. O poder dos trabalhadores deve poder ser concretizado.
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Apéndices

A. Por que os bens de consumo devem ser “precifica-
dos” em funcido de seus custos de mao de obra in-
tegrados?

Nesta se¢ao vamos analisar porque os desequilibrios persistentes entre a oferta e a deman-
da na URSS ndo eram nenhuma casualidade - pelo contrario, eram inevitaveis, uma vez que
nao se mantinha nenhuma proporcionalidade entre a “precificacao’, a demanda efetiva e os
custos de méo de obra integrados (CMOI).

Tal como considerava K. Marx, por exemplo em [55], o planejamento econdmico ndo pode
ter outra base que nao sejam os fluxos de tempo de trabalho entre os diferentes ramos de pro-
dugdo: “Uma vez assumida a produgao coletiva, a determinacdo do tempo, como é obvio, passa
a ser essencial.[...] Economia do tempo: a isto se reduz, no fim das contas, toda economia.]...]
Economia do tempo e reparticao planejada do tempo de trabalho entre os distintos ramos da
produgdo acabam sempre sendo a primera lei econdmica sobre a base da produgao coletiva”
Consequentemente, comecemos tornndo explicitas as relacdes intersetoriais que representam
fluxos de tempos de trabalho. Vamos agregar a economia em trés setores:

(I) aprodu¢ao de meios de produgao.

(II) a produgdo de meios de consumo individual que sdo adquiridos em estabelecimentos
publicos em troca de certificados de trabalho ou outro sistema de retribugao.

(IIT) a provisao de servigos através do caixa comunal, ou seja, os individuos nao utilizan cer-
tificados de trabalho ou outra forma de retribuigdo social pelo trabalho realizado para
adquiri-los, tais como os hospitais e as escolas.

O produto final (em horas de trabalho) do Setor (I) denominaremos de bens de pro-
dugdo (incluindo madeira, ago, cimento, ...etc) e o denotaremos por m, e denotaremos por
M, M3, M5 aos totais dos benes de produgio utilizados nos Sectores (I), (II) e (III), respecti-
vamente. Sabemos que os bens de producdo se desgastam, assumamos por simplicidade que
uma fragdo & dos mesmos se desgasta a cada ano. Entdo, para manter cada setor em estado de
repouso precisamos de 6 M1, 6 M2, 6 M3 horas de trabalho por ano, respectivamente. Se m, é o
crescimiento final anual de m teremos

meg =m — (5M1 + oMo + 5M3) . (35)

Suponhamos que o total de pessoas trabalhando (vamos chamar de P) se divide em P1, Py, P3
pessoas trabalhando respectivamente no Sector (I), (II) e (III). Para tornar esta se¢ao o mais
geral possivel, podemos assumir qualquer sistema de retribuicdo que seja uniforme e ubicuo,
no qual o resto dos custos sejam expressos e com o qual se possa adquirir os bens do Sector
(IT), como foi o rublo como aunidade monetaria na URSS.®> Uma vez fixado o sistema de re-
tribucdo, todos os fluxos de trabalho devem ser expressos em tal unidade comum, ja que, caso

62N4o obstante, n6s propomos abolir o dinheiro e adoptar os certificados ou tokens de trabalho como
unidade de retribucio, mas, a fim de nao perder generalidade, tratamos de outros casos.
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contrario, ndo ha nenhuma maneira de coordenar os diferentes setores da economia, ou seja,
ela se converte na unidade contabil sobre a qual a planificacio econémica se assenta.

Por simplicidade vamos assumir que todas as jornadas de trabalho sao iguais. Chamemos
de w o saldrio de cada trabalhador®® no sistema de retribuigdo escolhido. O total de custos
expressos na unidade contabil escolhida de m chamaremos de c. Chamemos de C1, Co, C3 aos
custos contdbeis respectivos de cada setor. Dado que cada setor tem como gastos os bens de
produgdo desgastados e os saldrios das pessoas trabalhando ali, teremos as seguintes equagdes:

Ci=coM; +wPq, (36)
Cy=cOMsy +wPsy (37)
C3=cOM3+wP3. (38)

Chamemos de b ao produto final do Setor (II) (em horas trabalhadas) e de p a quantidade
de unidades contaveis que b representa. Por simplicidade assumimos que as pessoas nao sao
capazes de acumular unidades contédbeis ao final de cada ano; informalmente, que elas ndo
poupam. Se t é a taxa de imposto sobre a renda, teremos

pb:W(P1+P2+P3)(1—l). (39)

Até aqui ¢ era uma variable completamente independente do resto, porém, a maneira correta
de definir ¢ é dividindo os custos contabeis do Setor (I) entre o nimero de horas de trabalho
que o produto final do mesmo setor incorpora, formalmente:

c=Ci/m. (40)

Os impostos totais arrecadados e os “lucros” liquidos do Sector (II) geram o financiamento
daacumulacio liquida de novos bens de produgio e os custes contabeis do Setor (IIT),%* ou seja,
temos

Cmg+C3:l‘W(P1+P2+P3)+pb—C2. (41)

Assim, temos 8 varidveis livres mg, c, w,t, p, Cq, C2, C3 e 7 equagdes que restringem nossas
opgdes. Se a receita publica depender exclusivamente dos impostos, entdo os precos setoriais
deverao corresponder com os custos de mao de obra integrados. Se, pelo contrario, os impos-
tos arrecadados pelaa Administragdo nao forem suficientes para financiar os servigos publicos
(Sector III), entdo os pregos dos bens de consumo (Setor II), tem que ser mais elevados que os
custos de mao de obra integrados, implicando num efeito inflacionaario.

Até aqui, temos falado apenas sobre as relacdes intersetoriais que precisam estar presentes
em qualquer economia, agora analizemos as restri¢oes intrasetoriais. Mesmo assumindo que
a populag¢do se mantenha constante, o consumo individual é bastante variavel. Os precos de
cada um dos produtos do Setor (II) deverdo corresponder aos seus respectivos custos de méao
de obra integrados exceto, no maximo, pelas flutuacoes derivadas de alteragdes nos padroes
de demanda? Sim, pois essa é a unica maneira pela qual os ajustes que as pessoas realizam nos

3Todas as horas de trabalho sio remuneradas da mesma maneira.
%4No capitalismo isto ndo é correto, pois é preciso acrescentar o consumo pessoal dos capitalistas.
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seus padroes de demanda seriam compativeis com a alocagao, a priori, da for¢a de trabalho a
cada tipo de produto.

Vejamos isso com um exemplo simples; vamos assumir que um grupo de bens de consumo,
por exemplo, as mesas, estejam extremamente desvalorizadas em comparaciao com outro gru-
po de bens, por exemplo, as garrafas de vinho. Coloquemos as garrafas de vinho como tendo
um pre¢o proximo ao seu custo de mao de obra integrado enquanto que as mesas tem a metade
do prego de seu custo de mao de obra integrado. Os consumidores poderiam trocar parte do
seu consumo de garrafas de vinho por mesas. Digamos, por exemplo que eles decidem reduzir
seu consumo de garrafas de vinho pelo equivalente a 5 milhdes de horas de trabalho e gasta-las,
ao invés, em mesas. Levando em consideragdo o fato de que os pregos das mesas equivalem a
metade de seus custos de mao de obra integrados, parece que essas cinco milhdes de horas de
trabalho que serdo destinadas ao consumo de mesas (no lugar de garrafas de vinho) poderiam
ser suficientes para comprar 10 milhdes de horas de trabalho em mesas. Contudo, mesmo se
os trabalhadores que no passado produziram essas 5 milhdes de horas de trabalho de garrafas
de vinho fossem transferidos a produg¢do de mesas, isso nio seria suficiente para produzir as
10 milhoes de horas de trabalho demandadas em mesas. Porém, em geral, se os precos néo sao
proporcionais aos custos de mao de obra integrados, nem a a demanda efetiva, as alteragoes
nos padrées dos consumidores,® implicariam ou em uma demanda grande demais para que
seja possivel satisfazé-la com o tamanho da populacio ativa, ou entdo, caso a mudanga seja de
um tipo de bem para algum outro que esta sobre-avaliado, em que uma certa porcao da forga
de trabalho seja redundante.

Outros problemas que poderiam surgir com a subven¢ao de produtos seriam, por um lado,
a cria¢ao de mercados negros, uma vez que, como ja referido anteriormente, haveria escas-
sez de produtos e inclusive acumulagdo desses produtos por certos grupos e, por outro lado,
existiria uma dualidade nos precos dos produtos subvencionados, entre o seu preco real no
estrangeiro e seu preco local.

Portanto, um dos problemas que a URSS enfrentava persistentemente era uma consequén-
cia inevitavel das politicas econdmicas implementadas. A licdo é bem simples de aprender: de-
vemos poder calcular de maneira exata os custos de mao de obra integrados de todos os tipos
de artigos e distribuir os benes de consumo das lojas publicas em troca do equivalente aos seus
custos de mao de obra integrados para poder coordinar de maneira satisfatoria a economia,
sem problemas persistentes de desabastecimentos e superprodugio.

%50u seja, que quando deixam de gastar o equivalente a um certo ntimero de horas de trabalho em
um tipo de artigo e passam a gasta-lo com outro tipo de artigo.
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