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Lex Kravetsky es un programador y matematico que divulga abundante contenido sobre diferentes
temas en su canal de YouTube (https://www.youtube.com/@Kravetskil .ex ) y en diferentes blogs
(https://lex-kravetski.livejournal.com/ ). La version original del articulo en ruso puede consultarse

en:https://22century.ru/popular-science-publications/direct-democracy-2 30 de agosto de 2019

El articulo es la segunda parte de una serie de tres.

¢Hasta qué punto es eficaz la democracia directa? ¢Es cierto que votando sélo los especialistas se
resuelven mejor los problemas, que mediante el sufragio universal? Seguimos explorando estas cuestiones
con ayuda de las matematicas.

Eficacia de un grupo pequeiio en comparacién con un grupo grande

Hay otra conclusién filoséfica "que se me pasa por la cabeza" sobre la democracia: "la democracia es
buena, pero, por supuesto, s6lo los especialistas en estos temas deberian votar sobre determinadas cuestiones".

Sin embargo, a pesar de su aparente intuitividad, también resulta ser errénea en el caso general: al fin y
al cabo, cuanto menor sea el niimero de personas del colectivo, mayor sera la probabilidad media de acertar de
cada uno de sus miembros para conseguir la misma eficacia de acierto por parte de todo el colectivo.

Al seleccionar a un pequefio grupo de especialistas del colectivo que tomaran la decisién por votacion,
reducimos radicalmente el tamafio del colectivo y, por tanto, aumentamos radicalmente los requisitos de la
probabilidad media de acertar entre los especialistas.

Si, es posible encontrar condiciones en las que la identificacién de un pequefio grupo de "expertos" con
derecho a voto aumente la probabilidad de acertar la decisién correcta. Sin embargo, en la practica esto no es
posible en todos los casos: los requisitos para que la probabilidad de acertar entre este pequefio grupo sea
comparable a la de un grupo grande pueden no ser alcanzables en absoluto en el mundo real.

Supongamos que decidimos sustituir un equipo de 100.000 personas por un equipo de 30 especialistas.
En un equipo grande de no especialistas, la probabilidad de adivinar es de 0,51. ;Cuél tendria que ser la
probabilidad de acertar de los especialistas para ser tan buena como la del equipo?

Debe ser 0,93. Cada uno de los no especialistas puede acertar ligeramente mejor que la moneda, pero
cada uno de los especialistas tendra que acertar el 93% de las veces.

Pero, ;qué ocurre si un equipo de no especialistas adivina con una probabilidad de 0,52? En este caso,
cada especialista tiene que acertar con una probabilidad de 0,9989.

Si la probabilidad de acertar de los no especialistas es de 0,55, la probabilidad exigida a los especialistas
deberia diferir tan poco de 1, que en la practica significa que "deben acertar siempre".

Por otra parte, si es posible elegir a 1.000 personas especialmente talentosas de entre 100.000 que
adivinan con una probabilidad media de 0,51, puede estar justificado, porque los "especialistas" necesitan la
probabilidad media de 0,60 para superar a este grupo. Esto es totalmente factible.

Sin embargo, esto se complica por el hecho de que, de nuevo, la probabilidad requerida de adivinar,
para un equipo grande demasiado rapido se vuelve indistinguible de la unidad. Por ejemplo, si la probabilidad
de acertar en el equipo anterior no es de 0,51, sino de 0,60, entonces un equipo de 1.000 "expertos" ya se veria
obligado a tener una probabilidad media de acertar de 0,996 para cada uno de ellos.
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En general, la dependencia de la probabilidad de tomar la decisién correcta para el colectivo
depende de la probabilidad de adivinar de cada persona y del niimero de personas del colectivo tiene el

siguiente aspecto (para mayor claridad, la zona por encima de la cual la probabilidad de tomar la decisién
correcta colectivamente es superior a 0,99 esta sombreada en azul).

Cuando se sabe que la democracia es ineficaz

Del grafico tridimensional anterior se desprende claramente que existe sin duda una zona en la que la
probabilidad de tomar una decisién correcta es inferior a cualquier nimero dado en el intervalo (V%, 1). Es decir,
siempre podemos elegir un equipo con unos parametros tales que sea peor que el dictador que nos han dado. Sin
embargo, para ello, en la mayoria de los casos tendriamos que hacer que este equipo fuera muy pequefio y con
una probabilidad media de acertar la solucién superior a % muy baja.

Sin embargo, surge la pregunta: ;existen parametros que permitan tomar un dictador al azar del propio
colectivo?

Esto equivale a preguntarse si existe una zona en la que

Paem Mai, P1) < P1

y al mismo tiempo

05<p; <1

MNan =2
Para responder a esta pregunta, representa graficamente la funcion

Paem(Mai, P1) — P1
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Cuando esta funcién es inferior a cero, un dictador elegido entre el colectivo es mas ventajoso que

tomar una decision por votacion (el plano azul corresponde aqui a cero).

0.60
—_

P1

En este grafico la "peineta" surge por las peculiaridades de las reglas del juego: a igualdad de votos se

elige la opcién equivocada, lo que lleva a que con un ntimero par de participantes la probabilidad de acertar sea
algo menor que con los impares vecinos.

Vemos que la diferencia que nos interesa es inferior a cero sélo cuando el nimero de participantes es

par. E incluso esto ocurre sélo en la region del nimero pequefio de participantes y muy cerca de %4 probabilidad
de acertar cada uno de ellos.
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Si excluimos los nimeros pares problematicos de personal, entonces la funcion es positiva en todas partes

En otras palabras, sélo la confusién sobre qué hacer cuando el nimero de votos a favor y en contra
resulta ser igual en un pequefio colectivo con un nimero par de participantes, en el que, por término medio,
todos aciertan con una probabilidad cercana al resultado de lanzar una moneda al aire, podria permitir que un
dictador elegido al azar entre el colectivo fuera mas eficaz que una votacién.

También en este caso es necesaria una aclaracion.

Por supuesto, podemos tener la suerte de elegir al azar a alguien especialmente talentoso, que adivine
mejor que nadie. Pero también podemos tener mala suerte y elegir a una persona que acierte peor que la
mayoria de los demas.

Por lo tanto, la afirmacion anterior debe entenderse de la siguiente manera: si elegimos muchas veces al
azar dictadores de diferentes colectivos, entonces de media tomardn decisiones notablemente peores que este
colectivo votando. Sé6lo cuando haya un ntimero par pequefio de personas en el equipo, la probabilidad media de
que cada una de ellas acierte sea cercana a %%, y las reglas digan que perderan la opcién correcta por empate, los
dictadores elegidos al azar daran, de media, un resultado mejor que ese equipo.

En este caso, la solucion mas sencilla —por ejemplo, excluir a un participante al azar cada vez para
evitar un empate, o elegir la opcién lanzando una moneda al aire en caso de empate— ya hara que un dictador
nunca resulte ventajoso incluso en este caso.

El grafico de la ventaja de la democracia

La grafica de la funcion analizada en el apartado anterior ...

PaemMai P1) — P1

...puede describirse como un "grafico del valor de la ventaja democratica", ya que refleja precisamente el
tamafio de la diferencia entre la probabilidad de acertar del colectivo y la probabilidad media de acertar del
participante individual.
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El grafico muestra que, independientemente del tamafio del equipo, la mayor ventaja se obtiene en la
"zona de confianza débil", donde la probabilidad de acertar es de aproximadamente 0,6. Y, por supuesto, es
mayor en la zona de confianza débil. Y, por supuesto, es mayor cuanto mayor es el tamafio del equipo.

Aunque aqui también podria parecer intuitivamente lo contrario, en los casos en los que todo el mundo
sabe casi exactamente la respuesta correcta (es decir, la probabilidad media de acertar en todo el colectivo es de
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0,95, por ejemplo), la democracia deberia mostrar una ventaja especialmente fuerte.

El principal problema de la democracia

Hasta aqui se han considerado los casos en los que la probabilidad de que cada miembro del colectivo
acierte es superior a ¥2. Y en todo este &mbito la democracia tenia ventaja sobre la dictadura.

Sin embargo, lo que determina la ventaja también determina la desventaja.

La probabilidad media de adivinar la opcién correcta por parte de los votantes podria ser inferior a %5.
Esto es posible, por ejemplo, si hay alguna idea equivocada sobre el estado de cosas que prevalece en el grupo.

En este caso, la probabilidad de seleccionar la respuesta correcta mediante votacién bajara a cero con la
misma rapidez con la que habia bajado a uno.

Al mismo tiempo, el dictador —incluso el que adivina lanzando una moneda— es mucho mas eficaz que
el equipo, porque adivinara de media una de cada dos veces, mientras que el equipo casi nunca.

Al mismo tiempo, es claramente ventajoso (ajustado a los problemas de igualdad de votos) nombrar
dictador a un participante elegido al azar: aunque esa persona adivine incluso peor que la moneda, seguira
adivinando mejor que el equipo.

Esta es precisamente la razén por la que, en la practica en particular, puede resultar que un pequefio
equipo de especialistas, que tomen las decisiones por votacién, sea mucho mejor que un equipo grande, formado
principalmente por no especialistas: si en la sociedad existe un delirio sobre una determinada cuestién, aunque
esté representado en la misma proporcién entre el equipo pequefio, éste seguird tomando decisiones correctas
con mucha mas frecuencia (aunque con menos frecuencia que una moneda).

Si tenemos en cuenta que entre el equipo de especialistas el delirio puede estar representado en menor
medida, su ganancia sera radical: casi una tinica probabilidad de tomar la decisién correcta frente a casi cero en
un equipo grande.

Por dltimo, si el nivel de conocimientos de la sociedad es bajo, el dictador—especialista puede ser uno
de los pocos capaces de expresar la opcién correcta; al fin y al cabo, al menos debe expresarse para ser
seleccionable.

Distribucion de probabilidad de la eleccién correcta

El apartado anterior pareceria indicar inequivocamente en contra de la democracia, pero hay una serie
de matices con esta evidencia.

La ignorancia puede estar presente, pero no lo esta en absoluto siempre: incluso ante un conocimiento
no muy bueno de algin 4rea y un pensamiento critico no muy desarrollado, las personas toman con bastante
frecuencia la decision correcta con una probabilidad mayor que %4 en lugar de menor a la hora de elegir entre
dos opciones. Porque claro, hay cosas que no son obvias, hay cosas que requieren conocimientos especiales, hay
cosas que son engafiosas, pero no todas las cosas son asi. Y no para todas las cosas la poca experiencia en temas
relacionados con ellas hace que la probabilidad de que la opcién equivocada de las dos ofrecidas sea mayor que
la correcta.

Al fin y al cabo, con un desconocimiento total de la respuesta correcta a una pregunta, en
contraposicién a la ilusidn, la probabilidad de elegir la respuesta correcta es exactamente %2, no "menos de %2".
En consecuencia, para que la probabilidad media de que cada participante elija correctamente sea inferior a %5,
no basta con que la mayoria no conozca la respuesta correcta, sino que tiene que "conocer" la incorrecta. Es

decir, creer que la respuesta incorrecta es correcta con un grado razonable de certeza. En otras palabras, estar
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bajo el poder del engafio.

Aunque es mas probable que el colectivo, en su mayor parte bajo el imperio de la ilusién, tome una
decisién equivocada sobre una cuestion relacionada con esa ilusién que un dictador, sin embargo, deberiamos
fijarnos en la situacion media de todas las cuestiones a la hora de evaluar la eficacia de la democracia o la
dictadura.

Es poco probable que, en general, todas las respuestas correctas a todas las preguntas estén en
desacuerdo con alguna de las ideas preconcebidas de la mayoria de los participantes. Es poco probable que
incluso la respuesta correcta a todas las demas preguntas las contradiga. Al contrario, el hecho mismo de que la
humanidad no sélo no se haya extinguido, sino que incluso siga evolucionando, deberia indicarnos que, por
término medio, aparentemente las personas tienen mas probabilidades de tomar la decision correcta que la
incorrecta a la hora de elegir entre dos opciones.

Por esta razdn, si estamos considerando una pregunta sobre la que no sabemos de antemano si hay
delirio dominante en ella, no podemos decir inequivocamente que la probabilidad es seguro que sea inferior a
1. Al contrario, tiene sentido suponer que es probable que sea superior a 4; después de todo, en menos de la
mitad de las preguntas hay delirios dominantes. Es probable que ni siquiera exista un 10% de ellas.

Del mismo modo, puede haber areas enteras en las que los prejuicios de un determinado equipo tengan
mas probabilidades de equivocarse que de acertar, pero es poco probable que estas areas contengan mas de la
mitad de las preguntas decididas por ese equipo.

Es decir, aunque en algunas areas la probabilidad media de elegir la opcion correcta sea inferior a %4, la
probabilidad media de elegir la opcidn correcta para todo el conjunto de preguntas sigue siendo superior a 2.

Probabilidad de elegir la opcion correcta en todo el conjunto

Intentemos estimar la probabilidad de elegir la opcion correcta para aquellas condiciones en las que las
probabilidades de elegir la opcién correcta son diferentes para las distintas preguntas.

En otras palabras, hay, por ejemplo, algunas preguntas para las que cada participante elegira por
término medio la opcion correcta con una probabilidad de 0,60, algunas preguntas para las que la probabilidad
de elegir correctamente es de 0,40, otras de 0,90, y asi sucesivamente.

Sin embargo, es probable que el niimero de preguntas con una probabilidad de eleccion correcta de 0,60
no sea igual al nimero de preguntas con una probabilidad de eleccion correcta de 0,40.

La relacion cuantitativa entre grupos de preguntas puede describirse mediante una funcién de densidad
de probabilidad, que tiene un significado similar al que suele mostrarse en los histogramas: cuantos elementos
se encuentran dentro de un intervalo determinado. La diferencia es que cada "barra" de la funcién de densidad
de probabilidad no contendra el nimero de preguntas con esa probabilidad concreta, sino su proporcion respecto
al total. Y las columnas tendran un grosor tendente a cero.

Esta funcién, al mismo tiempo, determina con qué probabilidad una pregunta elegida al azar del
conjunto completo de preguntas caera en uno u otro grupo, es decir, tendra alguna probabilidad especifica de
respuesta correcta.

Notese que ahora hay dos probabilidades en el razonamiento, y el suceso "se elige correctamente”, se ha
convertido en compuesto.

Es decir, en primer lugar se elige una pregunta al azar y, a continuacién, se elige la respuesta correcta
para esta pregunta con una determinada probabilidad. La probabilidad de elegir una pregunta con una cierta
probabilidad de la respuesta correcta viene dada por la funcién de densidad de probabilidad.
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Asi, la probabilidad de la respuesta correcta para cada decision es

P = PeriGopa Bonpoca * PripaBuibHOro 0TBETa Ha 3TOT BOMPOC

Sin embargo, ahora no necesitamos hallar la probabilidad de éxito en una pregunta concreta, sino la
probabilidad de éxito en todo el conjunto de preguntas.

Para hallar esta probabilidad, tenemos que resumir todos los trabajos posibles como el anterior.
Te lo explicaré con un ejemplo mds sencillo.

Te presentas a un examen. Tienes un total de 10 preguntas para el examen y sabes que 2 de ellas son
dificiles y 8 faciles. Tienes una probabilidad de 1/8 de responder correctamente a las dificiles y una
probabilidad de 3/4 de responder correctamente a las faciles.

¢Cudl es la probabilidad de que te toque una pregunta facil y la contestes correctamente?

8 3
—_— —

10 4
¢Qué probabilidades hay de que te pongan una pregunta dificil y la contestes correctamente?

2 1

—_— —

10 8

Pero, ¢cudl es la probabilidad global de acertar la respuesta? Es la suma de la probabilidad de sacar una
pregunta sencilla y responder correctamente, mas la probabilidad de sacar una pregunta dificil y responder
correctamente.

8 3 2 1

_*__|__*_

10 4 10 8

Ahora se buscara un valor similar: la probabilidad de responder correctamente a todo el conjunto.

Se supondra que la distribucién de las preguntas segin sus probabilidades de respuesta correcta es
gaussiana, es decir, una distribucién normal.
La densidad de probabilidad de una distribucién normal se define de menos infinito a mas infinito.
_G=p?
e 20°

Puo ) = o

donde p es la media de la distribucion y o es su desviacion tipica (que determina la anchura de la curva a la
mitad de su altura).
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Dado que la probabilidad de ocurrencia de cualquier suceso de su conjunto completo es uno, es cierto
para esta funcion

+0o0
J. ppt.a'(x) dx =1

Sin embargo, en el caso que nos ocupa, se introduce una distribucién normal para las probabilidades de
respuesta correcta, que no puede ser inferior a cero ni superior a uno, por lo que éste es el segmento en el que se
sitian absolutamente todas las preguntas. En consecuencia, hay que introducir un factor de normalizacién de la
funcién de densidad de probabilidad. Sera igual a

10
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1
normy, o :J‘ Pu,o(x) dx
0

En general, la férmula de este coeficiente es bastante engorrosa.

(i) ol

2

normy, o =

donde

erf(x) = \/Z—E j:e_tz

Por lo tanto, aparecera simplemente con su nombre abreviado.

La funcion de densidad de probabilidad normalizada sera por tanto

Puo (x)
normy, ,

nyq(x) =
Para hallar la probabilidad de tomar una decision correcta en todas las preguntas, multiplique la
probabilidad de tomar una decisién correcta en alguna pregunta por la probabilidad de que se produzca esa
pregunta (que viene dada por la funcién de densidad de probabilidad) y, a continuacioén, integre el resultado de
cero a uno. Esto es analogo a lo que se hizo en el ejemplo del examen para hallar la probabilidad de aprobarlo.

11
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1

Puba)::J'p(x)*nﬁﬂ(x)dx
1]

En el caso de un dictador es sencillo, la probabilidad de decision para alguna pregunta coincide con su
coordenada X en la distribucién de probabilidad de la pregunta.

p(x) =x

1

Paice (o) = [ 34100 de
0

Si te interesa, aqui tienes el aspecto de la formula completa con la integral tomada en forma analitica.

u? (u—1)?
2 @ 202 — g 20°

P_dict (u,0) = —0 ”
erf (_\/%cf) +erf (ﬁ)

Sin embargo, es mas 1til observar el grafico que muestra la relacion entre la probabilidad de una
respuesta correcta en todo el conjunto de preguntas y la probabilidad media de una respuesta correcta para ese
conjunto.

+u

Para mayor claridad, también hay un grafico de la probabilidad de que un dictador responda a una
pregunta concreta con la correspondiente probabilidad de respuesta correcta en el eje X (se trata simplemente de
una linea con una pendiente de 45°).
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Para la votacién democratica, la probabilidad de una decision correcta viene dada por la funcién
derivada anteriormente

Nait (na”

I. ) pf * (1 — py)tauk

Paem Mai, P1) = Z

e

Si hay alguna duda sobre la validez de todas estas construcciones, me gustaria subrayar por separado
que esta formula también se ha verificado experimentalmente.
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Asi es como se ve en los graficos para algunos numeros de participantes (aqui también, para comparar,
estan los graficos de la probabilidad de que un colectivo responda correctamente a una pregunta concreta con la
correspondiente probabilidad coordinada en el eje X).
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Se puede observar que la probabilidad de hacer una eleccién correcta en todo el conjunto de preguntas
no tiende a uno tan rapido como tiende a aumentar la probabilidad media distribucional de hacer una eleccién
correcta, al igual que la probabilidad de hacer una eleccién correcta en una pregunta concreta cuando tiende a
aumentar la probabilidad de hacer una eleccién correcta en esa pregunta.

a=0:1
rDt:iem

1.0

0.9

08¢

0.7

06+

u

1.0

Sin embargo, cuando el nimero de personas es lo suficientemente grande, la probabilidad de hacer una eleccién
correcta en todo el conjunto se aproxima bastante a uno, aunque la media se desvie de ¥ en todo el conjunto de
preguntas.

Asi, si la media de la distribucion de la probabilidad de una eleccién correcta en el conjunto de preguntas para
1.000 personas es de 0,74, la probabilidad de una eleccion correcta en el conjunto sera de 0,99, y si la media es
de 0,63, la probabilidad de una eleccion correcta en el conjunto sera de 0,9. Esto no es mucho mejor que la
probabilidad de una eleccién correcta en el conjunto de preguntas.

15
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No es mucho mejor que la del dictador para preguntas concretas, pero sigue siendo notablemente mejor.

g=0.1
1000 yenoBek

Pdem

1.0}

0_95
o_aé
0,75
0.6

0.6 0.7 0.8 0.9 1.01[

Por cierto, observe que en el conjunto de las preguntas, aunque la probabilidad media de hacer la
eleccion correcta sea uno, la probabilidad de que el dictador haga la eleccién correcta sigue siendo inferior a
uno. En el caso de la democracia, se vuelve casi indistinguible de uno incluso si la probabilidad media sobre el
conjunto es 0,75.

Esto determina la existencia de un intervalo de probabilidad promediada sobre el conjunto, en el que la
probabilidad de tomar la decision correcta sobre el conjunto de preguntas votando es tan alta que es
inalcanzable para el dictador. Y esto ya no es "practicamente", sino en principio: si la probabilidad media de
una respuesta correcta sobre el conjunto para un colectivo es superior a aproximadamente 0,65, entonces no
existe dictador alguno que pueda ser comparable a este colectivo en el mismo valor de la horquilla de
probabilidad —para ello la horquilla de probabilidad media tendria que ser superior a la unidad.

Para que —en caso de que el colectivo se situara en esta franja— "fuera posible", el dictador no s6lo
tendria que llevar la probabilidad media de responder correctamente a las preguntas en todo su conjunto casi a
la unidad, sino también reducir la variacion de estas probabilidades. Lo que, en efecto, le lleva a "responder
siempre correctamente a todas las preguntas en general".
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Tomar una desviacion estandar mayor, como 0,2, haria que ambos graficos se desviaran mas de la
unidad.
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Sin embargo, el grafico "democratico" seguira siendo notablemente mas alto que el "dictatorial". Y aqui
también hay una zona de "imposibilidad de un dictador similar" (alrededor de 0,69 en el eje X).

El grafico de la "ventaja de la democracia" —es decir, la diferencia de probabilidad para el colectivo y
para los dictadores bajo los mismos parametros— en todo el conjunto de preguntas, en funcién de la media sobre
todo el conjunto (i) y la desviacién tipica (o) tiene este aspecto (el plano cero estd marcado de nuevo en azul).

9,99 Yyenoeek
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Asi pues, también en un conjunto completo de cuestiones, la democracia hara que, por término medio,
se tomen decisiones correctas con notable mayor frecuencia que en una dictadura.

Si, el dictador elegira a veces correctamente donde el colectivo se habria equivocado, pero esto sera
notablemente mas raro que lo contrario. Y esto sera asi incluso en algunos casos en los que la probabilidad
media del dictador de acertar en todas las preguntas sea notablemente superior a la de cada miembro del
colectivo.

Por supuesto, es muy posible que el dictador no se equivoque en algo critico, cuando el colectivo, sujeto
al engafio en esta misma cuestion, se equivoque. Pero también puede ocurrir exactamente lo contrario en
cuestiones criticas. Y si la media para todas las cuestiones criticas (y no para algtin grupo local de ellas) sigue
siendo superior a ¥4 la probabilidad de acertar en el colectivo, entonces el colectivo serd mas propenso a acertar
también en cuestiones criticas.
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