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El propdsito de esta guia es ayudar a todos los interesados a comprender los as-
pectos mas técnicos del emergente comunismo cibernético. Sobre este, hasta ahora,
hay escritos muy introductorios y otros muy avanzados,' brillando por su ausencia
los “puentes” entre unos y otros. Desde CibCom pretendemos trascender esta situa-
cién; queremos servir de bastén en esa iniciativa tan resbaladiza que es adentrase en
cuestiones matematicas o informaticas sin haberse especializado nunca en ello o no
habiéndolas trabajado en un tiempo. El publico en general podra consultar el docu-
mento cuando encuentre dificultades en interpretar una idea o expresion algebraica en
alguno de aquellos textos. Este ha quedado especialmente extenso porque no hemos
querido saltarnos ninguna de las explicaciones que se suelen dar por supuestas en los
tratados sobre este tema.

En cualquier caso, antes de adentrarnos en lo que hoy nos trae, conviene recordar
el contexto que, desde hace casi tres siglos, da razon de ser a estas investigaciones.

1 Introduccion

La planificacién socialista de la economia —el buque insignia del ciber-comunismo-
es una de las maneras de organizar y coordinar la produccién en las sociedades mo-
dernas, caracterizadas por una division técnica del trabajo muy desarrollada. Ante ella,
se alza, antagonicamente, la economia de mercado hoy imperante, la cual produce y
reproduce en el mundo una realidad histéricamente singular.

En la sociedad capitalista, caracterizada por la propiedad privada de los medios de
produccidn, la coordinacion consciente de la economia es inexistente y la organizacioén
se da a nivel atdmico (en las empresas). La “planificacion capitalista’, pese a lo mucho
que se ha tecnificado en las ultimas décadas, se da solo en el interior de cada empresay,
lo que es mas importante, esta fundamentalmente orientada a las expectativas de ga-
nancia. En el plano inter-empresarial, en la relacion entre distintas empresas privadas,
ya no es que no haya una armoniosa planificacién, es que no hay planificacién alguna.?
Solo a posteriori, y segun la 1dgica del automatismo ciego e impersonal del mercado,
se consiguen coordinar las distintas unidades productivas para suplir las demandas

'Véase la riquisima literatura que suponen las obras originales de Otto Neurath, Wassily Leontief,
Leonid Kantorévich, Oskar Lange, Viktor Glushkov, Nikolay Veduta, Stafford Beer, Paul Cockshott y
Allin Cottrell, Jan Philipp Dapprich, Spyridon Samothrakis, Tomas Hérdin, etc.

21,0s defensores mas acérrimos del capitalismo, los economistas austriacos, haciendo gala de un
palpable hombre de paja, directamente niegan la posibilidad misma de una coordinacién consciente a
nivel social. Desde sus parametros, planificar (o resolver el problema de asignaciéon en una economia
socializada) implicaria, necesariamente, dejar en manos de una tinica autoridad el papel de tomar todas
las decisiones econdémicas. Para ello, ésta tendria que ser omnisciente; es decir, tener acceso hasta la
informacion econdémica mas detallada y saber el mejor uso para todos y cada uno de los millones de
recursos de la economia. Ante la evidente imposibilidad de dicha autoridad, los austriacos propondrian
como unica solucidn eficiente al problema asignativo el mecanismo descentralizado del mercado [1].
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de las personas. Estas demandas (que en ocasiones son las necesidades humanas mas
basicas) serdn satisfechas, o no, exclusivamente en funcién del nivel de ingreso de ca-
da cual y de la disponibilidad de mercancias que nuestro espacio nacional tenga en la
cadena global de aprovisionamiento.

Coordinacién

Objetivo

Cuadro 1: Tabla comparativa entre sistemas.

Lo que los apologetas del capitalismo nos venden como una organizacioén racional
dela produccion, se revela radicalmente problematica debido a sus dindmicas intrinse-
cas, con resultados desastrosos tanto para la humanidad como para el medio ambiente.
Muchos de los rasgos de nuestra realidad econémica, como la extrema desigualdad de
ingresos y las recesiones, son consecuencias necesarias de las relaciones sociales de
produccidn vy, por lo tanto, propiedades duraderas y esenciales del capitalismo, mas
que accidentales o transitorias. Pese a los pronosticos de los defensores del mercado,
todo esto sigue ocurriendo, con los inmensos dramas humanos que conllevan.

Estas dinamicas son fuente de innumerables conflictos politicos. La polarizacion
permea nuestras sociedades y se ve agudizada con cada nueva crisis. La incapacidad
de ejercer un control social sobre la actividad econdmica atomizada se plasma en la
absoluta postracion de las «democracias liberales» ante los designios y necesidades del

2
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Figura 1: Promedios mensuales de concentraciéon de COy (en ppm) (puntos rojos)
junto con la tendencia de CO» (linea azul)[3].

capital. Todas ellas son de por si razones suficientes para indagar en la posibilidad de
una alternativa organizativa consciente y democratica. Sin embargo, detras de todas
ellas se alza, con aiin mas urgencia, evitar que el capitalismo deteriore la capacidad del
planeta de sostener la vida.

A pesar de que nuestro planeta tiene dindmicas que permiten la renovacién de re-
cursos imprescindibles para el sostén de cualquier forma de vida, la produccion de
mercancias rebasa constantemente sus limites biofisicos. A la larga, este sistema cons-
tituye un peligro para prolongar la vida humana. El cambio climatico y la limitacién
de los recursos apenas estan empezando a manifestarse. Nuestra situacion actual no es
mas que la antesala de lo que viene: primeras crisis de escasez, dificultades importantes
para la agricultura en varias zonas del planeta, emisiones cada vez mayores de gases de
efecto invernadero, aridificacién de regiones enteras, inundacién de otras, etc. [2]. A
esto se suma el colosal derroche de recursos que se produce cada afio por la porcion de
bienes que no consiguen intercambiarse. Esto va a suponer el mayor reto global al que
la humanidad se ha enfrentado en su corta pero frenética historia. Un reto que el pro-
pio mercado ha generado y del que dificilmente nos salvard. Su imperiosa necesidad
de crecimiento hace que el capitalismo sea incapaz de enfrentarlo. Su comportamiento
se revela, a la luz de este nuevo peligro, ain mas irracional y nocivo.

Pese a la evidencia, economistas, politicos, intelectuales, socialdemdcratas, libera-
les y otras tendencias politicas llevan afios intentando buscar soluciones que, de alguna
manera, eliminen magicamente los efectos “negativos” del mercado sin cambiar lo que
consideran el mayor éxito del capitalismo, la acumulacion; esto es, sin alterar su na-

3
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turaleza. Asi evitan tener que pensar y aceptar las dificultades de transformar la base
econdmica de la sociedad. Sin embargo, no parece que estén logrado resolver ninguno
de estos problemas: los momentaneos avances del movimiento obrero estan en pleno
repliegue con la desarticulacion del llamado “estado de bienestar”, el desempleo per-
siste y las crisis sociales siguen al orden del dia, la contaminacién no para de agravarse
y la transicidn energética no avanza como estd previsto, la acumulacion capitalista su-
fre repetidas limitaciones y el descontento alienta a fuerzas politicas que erosionan las
instituciones fundamentales para sostener la reproduccion del capital.

Nosotros planteamos abordar el problema de raiz: proponemos la alternativa de
una planificacién democratica, consciente y racional de la economia, para poder afron-
tar estos y mas retos, pero también para poder elegir libremente nuestro destino co-
mo sociedad. ;Es acaso esta una quimera utopica como se nos vende a diario desde
los grandes medios capitalistas? ;No se ha probado acaso esta antes, con un resulta-
do desastroso? La planificacion no es una idea novisima de estas altimas décadas. El
movimiento obrero ha considerado la opcion de una economia planificada opuesta al
desorden capitalista desde el siglo XIX. Se pueden rastrear estas ideas a través de las
diferentes expresiones organizativas y politicas de nuestra clase, especialmente en las
Internacionales I, II y III. El triunfo de la Revolucién de Octubre permitié que, desde
finales de la segunda década del siglo XX, se llevara a cabo la aproximacién mas am-
biciosa de la historia a la planificacién econémica en la Unién Soviética.

Después de enfrentarse a la contrarrevolucion armada en una sangrienta y des-
tructiva guerra civil de 6 afos, la economia soviética se encontraba en condiciones
absolutamente precarias. Tras un corto periodo de Nueva Politica Econdmica con ele-
mentos capitalistas, el contexto de aislamiento internacional y la necesidad de un ra-
pido desarrollo industrial llevaron a los soviéticos a tratar de organizar racionalmente
una economia nacional enfocada en el autoabastecimiento. Este reto era inmenso: se
trataba de una gigantesca extension territorial donde sdlo se habia implantado par-
cialmente el capitalismo, con relaciones sociales mas propias del feudalismo [4]. En
el primer plan quinquenal de 1928, se trataba de transformar una economia predo-
minantemente agraria a una con una fuerte base de industria pesada. En esa etapa, la
sociedad soviética vivio un rapido crecimiento de la riqueza: “el ingreso nacional so-
viético a precios constantes de 1928 crecié mas de un 60%” entre 1928 y 1933 [4]. La
planificacién econémica consigui6 ubicar a la URSS como una potencia mundial pese
a su evidente retraso inicial y el tener que repeler, simultaneamente, a los nazis en lo
que fue una de las invasiones mas destructivas que se recuerdan.

No obstante, tras los significativos logros de esa primera fase de planificacion,
pronto aparecerian problemas en la organizacién de una economia cada vez mas di-
versa y compleja. Problemas como el desabastecimiento y el desfase en las cadenas
productivas que la URSS acarrearia hasta su desmantelamiento en los anos 90. Estos se

4
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deben, en parte, a los deficientes métodos de planificacion adoptados por aquel enton-
ces ante la falta de capacidad computacional. A modo de resumen, podemos decir que,
al no tener la capacidad de tratar eficientemente la informacién econdmica mediante
el calculo electrdnico, el sistema soviético adolecio de los siguientes tres problemas:

1. Debido a que el 6rgano de planificacion no podia calcular cuanto trabajo directo
e indirecto costaba producir cada bien, los precios de estos terminaban fijandose
en base a criterios subjetivos (“lo mas basico’, mas barato, “lo mas superfluo’,
mas caro, etc) [5, 6]. Asi, bienes relativamente dificiles de producir se vendian
a precios bastante inferiores a su coste, dando lugar a desabastecimientos del
lado de los consumidores y a desajustes en la contabilidad estatal. Este punto es
tratado en mayor detalle en el Apéndice A.

2. La planificacidon no partia de la demanda real de la sociedad, sino que se esta-
blecian objetivos de produccion en bruto (toneladas de carbén, hierro etc.). En
otras palabras, no se consideraban los productos finalizados que la poblaciéon
consumia para determinar las cantidades requeridas de materias primas, sino
que se estimaba una cantidad base de estas ultimas para gradualmente ir produ-
ciendo distintos bienes hasta que estos llegaran, segun era posible, a manos de
la gente. Esto dio lugar a un gran desperdicio de recursos humanos y materiales
que a la larga lastraron a los soviéticos.

3. Como consecuencia de lo anterior, se conservo el uso de dinero como unidad
de célculo y método de pago. Esto es problematico no solo porque, tal y como
demuestran [7], [8] y [9], este engendre altas desigualdades de forma esponta-
nea y, por tanto, conflictos politicos incompatibles con la democracia real que
anhelamos, sino por una cuestion mas profunda. ;Qué informacién aportan las
expresiones monetarias o los precios de mercado? Siendo generosos, la cantidad
relativa de trabajo socialmente necesaria para producir un bien y su escasez re-
lativa [10]. Cuestiones como cudn contaminante es la produccion de un bien,
lo mucho que tardan los ecosistemas en regenerar una materia bruta o el sufri-
miento que produce en los trabajadores, son metidos dentro del cajon de sastre
de las “externalidades negativas”, incurriendo en una sistematica pérdida de in-
formacidn que perjudica la operatividad del sistema.

Ante el progresivo desgaste de estas insuficiencias de la planificacién no informati-
zada, la restauracion del sistema mercantil se fue abriendo paso en la URSS a través de
diferentes enmiendas. Desde la “reforma Kosygin” hasta la culminacién de dicho pro-
ceso bajo la Perestroika, se fueron revirtiendo los logros alcanzados por el socialismo
soviético hasta desembocar en su destruccion y posterior suplantacién por la barbarie
nacionalista y neoliberal que hoy domina en las actuales republicas ex-soviéticas.
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La coyuntura actual es bien distinta. Las innovaciones tecnolédgicas de las ultimas
décadas, junto con el estudio de los problemas de la planificacion en los paises socialis-
tas, ha posibilitado una teorizacion de la planificacion sin precedentes. La democracia
directay el cdlculo en especie emergen como pilares fundamentales: en lugar de reducir
la racionalidad econémica a una variable unidimensional como la rentabilidad mone-
taria, la contabilidad en unidades fisicas, integrada en algtn sistema de deliberacién
publica, permite asumir organicamente criterios multidimensionales tales como las
recomendaciones cientificas (ecologia, salud publica, etc.) y los valores ético-politicos
(dignidad laboral, justicia intergeneracional, solidaridad internacional, etc.) [11, 12].
Como deciamos al principio, con el propoésito de ayudar a comprender estas nuevas
técnicas de coordinacion, este documento pretende ser una introduccion a la expre-
sion formal de las mismas.

En particular, este articulo abordara tres temas principales: calculo matricial, opti-
mizacién y complejidad computacional. Cada uno de estos temas pretende responder,
respectivamente, a problemas de logistica (como garantizar que se produce exactamen-
te lo que se demanda), desarrollo (cdmo actualizar nuestra produccion en relacion a
situaciones sociales y tecnoldgicas cambiantes) y viabilidad (como estar seguros de
que los calculos se realizan en un tiempo razonable y con la suficiente aproximacion).

Cabe aclarar que al cefiirnos al ambito “técnico” de la planificacion - es decir, ma-
temadticas y computacion - estamos omitiendo intencionalmente todas los requisitos
juridico-politicos igualmente necesarios para la organizacién consciente y democra-
tica de la produccion de los bienes y servicios. Todo lo que tiene que ver con esto se
trata y se seguira tratando en futuros articulos.

iA planear!
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2 Calculo matricial

Probablemente el lector se haya preguntado mas de una vez qué procesos produc-
tivos ha de recorrer un producto, por ejemplo un mdvil, hasta llegar a nuestra casa o
tienda en estado funcional. Como podra intuir, es un proceso tremendamente comple-
jo, su fabricacidn incluye desde la generacion de energia y la extraccién de minerales,
hasta la fabricacion de los semiconductores y de los plasticos utilizados, entre otras
muchas cosas.

El mercado no coordina de manera directa todos estos procesos como un todo,
sin embargo, a pesar de su atomicidad, es capaz de vincular las diferentes unidades
productivas a nivel mundial para satisfacer una demanda efectiva. Los mecanismos
basicos a través de los cuales se regula su metabolismo social son: 1) la disciplina ejer-
cida por la competencia entre empresas y 2) el sistema de precios y los flujos de dinero.
Estos y la retroalimentacion que generan dan como resultado una red de sefales y flu-
jos de informacidn que es capaz de incorporar de forma indirecta los costes materiales
sociales en los costes monetarios de las mercancias.

Nuestra propuesta pretende superar estos mecanismos y ser tanto o mas efectiva
en organizar el proceso productivo. Situémonos por un momento en el lugar del co-
mité de planificacién designado para coordinar el conjunto de la economia, dentro
de los parametros que la ciudadania haya decidido. ;Como hacen estos funcionarios
publicos para organizar de manera correcta la distribucioén y produccion de los recur-
sos? ;Como pueden resolver problemas logisticos de abastecimiento e inventario, de tal
manera que no se genere escasez, en ausencia de competencia? Para ello, es necesario
ser capaces de captar y tratar de manera cientifica las relaciones entre las diferentes
unidades productivas. Consecuentemente, como minimo, ha de poder computar los
costes sociales de produccion de cada tipo de bien de forma directa, precisa y no co-
mo resultado de leyes que escapan al control consciente de los seres humanos. Pues
bien, para conseguir esto y capturar el metabolismo social hoy es posible usar lo que se
denomina “matriz tecnolégica” Gracias a esta podremos saber, de forma mucho mas
rigurosa que en tiempos de la URSS, la tasacion adecuada para cada bien, asi como la
cantidad de recursos que se necesitan a lo largo de su proceso productivo. Pero para
poderla definir primero tenemos que exponer el concepto de matriz y sus propiedades.

2.1 ;Qué son las matrices y qué podemos hacer con ellas?

Una matriz no es ni mas ni menos que un arreglo bidimensional de niumeros, es
decir, un conjunto de numeros ordenados por filas y columnas. Formalmente, una

7
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matriz A con n filas y m columnas se define como

ail ai2 4ai3 ... dAim
as1 Ad22 423 ... dA2;

A = ’
|dn,1 dp2 dAp3 ... Qpm|

o de manera abreviada A = (a; j)i=1,...n,j=1,...m; DOtar que a, ; simplemente es el ni-
mero que ocupa la fila i-ésima y la columna j-ésima. Diremos en este caso que A es
una matriz n X m.

Para conocer la posicion de cualquier elemento de una tabla se ha de saber tni-
camente su fila y columna. En si, esa matriz no significa nada, pero eso no quita que
podamos darle un sentido. Una matriz con unica fila y columna la podemos entender
como un numero. Por otro lado, para definir un punto geografico en el globo terrestre
no nos basta con un inico nimero, necesitamos al menos dos (latitud y longitud), que
podria ser representado por una matriz con una fila y dos columnas o con dos filas y
una columna. Otro ejemplo de utilizacién de matrices, pero con mas filas y columnas
que antes, seria la informacion de un catdlogo con 20 modelos de coches clasificados
por 5 caracteristicas diferentes: peso, altura, potencia, nimero de puertas y precio.
Esta se puede condensar en una matriz con 20 filas y 5 columnas o con 5 filas y 20
columnas, dependiendo de la eleccién del lector, no hay ninguna razén matematica
para elegir una de las dos opciones, no obstante, la primera opcién es lo que seria mas
comun para un catalogo.

Un tipo muy especial de matrices muy utilizadas en nuestro dia a dia son las ma-
trices de una sola fila y dos columnas, ya que, como hemos dicho, pueden representar
puntos en un plano. Por ejemplo, p = [1, 2] seria, ajustado a una unidad de distan-
cia, el punto del plano cuya latitud es 1 y cuya longitud es 2. Asi, los puntos podrian
representarse en un mapa. En general, las matrices fila son matrices con una sola fila
y las matrices columna son matrices con una sola columna, estos tipos de matrices se
denominan vectores fila 'y columna respectivamente. Otro tipo de matrices peculiares
son las que tienen el mismo nimero de filas y columnas, éstas se denominan matrices
cuadradas, y tienen propiedades matematicas especialmente importantes.

Ahora que sabemos qué es una matriz, veamos en qué operaciones pueden estar
involucradas.

2.1.1 Suma de matrices

La primera operacion que a uno se le puede ocurrir es la de sumar matrices. ;Como
podriamos definir esta operacién? Primero notamos que sumar matrices con diferente

8
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numero de filas o de columnas no parece muy significativo, ;que significaria sumar
numero (escalar) con un vector fila? La definicion a continuacion de suma de matrices
requiere que ambas matrices involucradas tengan exactamente el mismo nimero de
filas y de columnas. Formalmente, sean A y B matrices de la forma

aijl ai2 ais aim bi1 bi2

asi asp a3 asm ba1 bao
A= , B=

[ dn,1 An,2 A4p3 Ap,m | _bn,l bn,2

entonces definimos la matriz suma de A y B como

ai1+bi1 aip+bip aiz+bis

as1+ba1 asp+bay azz+bag
A+ B :=

|dn,1 T bn,l apo + bn,2 an3 + bn,3

b3

ailm + bl,m

asm + bQ,m

apm + bn,m_

es decir, la matriz suma es la matriz cuyo elemento en la fila i-ésima y columna j-ésima
es la suma de los respectivos elementos de A y B que ocupen dicha posicion. Ningin
misterio en esto, sumar matrices es simplemente escribir la matriz cuyos elementos son
las sumas “celda” a “celda” de las matrices involucradas. Nétese que A+B=B+A,es
decir, la suma de matrices es una operacion conmutativa. De manera andloga podemos

definir la resta de matrices:

ain—bi1 aip—b1a ai3—>bis

as1—ba1 azp—baa azz—bas
A—-B =

_an,l - bn,l an2 — bn,2 an3 — bn,3

Un ejemplo concreto de esta operacion seria

1 -4 3
3.1 9 5

05 4 3
0.1 -11 30

1.5 0
3.2

aim — bl,m

asm — b2,m

an,m - bn,m_

6

-2 35

3 A veces, se refiere a las matrices como tablas cuyos elementos se encuentran dentro de celdas. Estos
tecnicismos son especialmente comunes en los campos relacionados con la informatica.

9
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2.1.2 Producto de matriz por un escalar

Sea w un numero real cualquiera entonces definimos el producto de un nimero
por una matriz de la siguiente manera:

wdaip waiz2 waisz ... Waim

wdadz1 wdz2 waasz ... Wdaay
wA =Aw = | _ _ _ ,

-Wan,]_ Wan’z Wan,g e Wan’m_

es decir, se multiplica el contenido de cada celda por el escalar w. Podriamos decir que,
al multiplicar la matriz por un escalar, que no es mas que un niimero constante (e.g.,
w = 4), estamos literalmente “escalando” la matriz completa por dicho nimero, de ahi
el nombre. Obsérvese que como el producto de dos nimeros reales es conmutativo, la
multiplicacion escalar de una matriz también lo es.

2.1.3 Producto de matrices

La siguiente operacion entre matrices en la que se puede pensar es la multiplicacién
o producto de matrices. La suma de matrices y la multiplicacion escalar se definieron
de una forma “celda” por “celda’, sin embargo, este NO es el caso para la multiplica-
cién de matrices.* La razén por la que la definicién estdndar de la multiplicacién de
matrices no sigue esta regla puede no ser obvia al principio, sin embargo, es la mas util
debido a su intima relacion con las ecuaciones lineales y los mapeos.

Recordemos que estamos definiendo operaciones entre matrices, garantizando que
estas estén bien definidas, todo es valido como definicion, otra cosa es que nos sean
utiles. Para un matematico no tiene sentido cuestionar las definiciones en si, éstas no se
demuestran, solamente su consistencia y sus propiedades. Antes de definir en general
el producto de matrices, definamoslo para casos particulares. Definamos el producto
de una matriz A con n filas y m columnas por una matriz columna (vector columna)
x con m filas:
aixy +aioXeo +ai3xs+ ...+ aimXm
ail ... airm| X1 as X1 +asoXo +ag3xs+ ...+ adamXy
azi1 ... a4z m X2

aji1xy + ajoxo + a;3x3 + ...+ a; mXm

an,l cee an’m Xm

Cln,l.Xl + Cln,QXQ + an,3x3 + ...+ an’me

4 Aunque, existe una definicién de producto que se funciona de manera similar a la suma llamado el
producto de Hamadard que es util en el algoritmo JPEG.
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Figura 2: Ilustracion grafica del producto de matrices.

iQue no se asuste el lector! La regla es muy sencilla: 1) tomar la primera fila de la ma-
triz y multiplicarla por el vector elemento a elemento y sumar el resultado 2) colocar
el resultado en la primera fila del vector columna resultante 3) repetir la operacidon con
las siguientes filas de la matriz (pero colocando el resultado de 1) en la fila correspon-
diente del vector columna resultante).

Un ejemplo concreto de producto matriz por vector seria

0.1 0.40( |2 0.1-2+040-3 1.4

0.50 0.25] 13 0.50-2+0.25-3 1.75

De una matriz con n filas y m columnas y un vector columna (con exactamente m
filas) obtenemos un vector columna con 7 filas.

Procedemos a definir la multiplicaciéon de matrices en general, de la cual la mul-
tiplicacion matriz-vector es un caso particular. Sean A una matriz con n filas y m co-
lumnas y B una matriz con m filas y p columnas. Si escribimos

a1 di2 43z ... dim

az1 dz2 d4d3 ... dA2;,
A=
_an,l an2 dp3 ... an,m_

11
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y
b1,1 b1’2 bl’g bl,p
B b?’l b?,g b?,g bg.,p ,
b1 bm2 bm3 ... bpp]

entonces definimos la multiplicaciéon de A por B como la matriz de n filasy p columnas
siguiente

c11 C1,2 ... Cl’p

C2,1 CQ,Q CQ’
AB = | i _p ,

_Cn,l Cn,2 Cn’p_

donde ¢;; = a;1b1,; + a;obaj +ai3b3; + ...+ ajpmby j paratodoi = 1,..,nyj =
1, ..., p, es decir, el elemento que ocupa la fila i-ésima y columna j-ésima de la matriz
producto es la suma de las multiplicaciones elemento a elemento de la fila i-ésima de
A por la fila j-ésima de B. Notamos que 1) para que esta definicion tenga sentido el
nimero de columnas que ha de tener A y el nimero de filas que ha de tener B han
de coincidir y 2) la matriz resultante tiene las mismas filas que A y el mismo niimero
de columnas que B. Consecuentemente, si el nimero de filas de A no coincide con el
numero de columnas de B entonces BA no esta bien definido, por tanto la propiedad
conmutativa no es cierta en general. Sin embargo, cabria preguntarse en caso de que
A tuviera n filas y n columnas y B también ;AB = BA? La respuesta, al contrario que
con la suma de matrices, es negativa, en general, el producto de matrices no conmuta.
Veamos un par de ejemplos sencillos de este fenémeno. El primero:

T

mientras que

BE

El segundo:

2:0+(=3)-3 2-10+(=3)- (-] [-9 23
7-0+5-3  7-10+5-(=1) | |15 65|

3.24(=1)-7 3-(=3)+(-1)-5

0-2+410-7 0-(=3)+10-5 | [70 50
=1 —1al

11 1] lo-141-0 0-141-0]
1[0 0] |0-1+41-0 0-1+1-0]
mientras que
1 1llo 1] [1-0+1-0 1-1+1-1
0 0[{0 1] [0-040-0 0-1+0-1]
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2.1.4 Matriz identidad y matriz inversa

Definimos la matriz identidad de dimensién n como

1

n columnas

es decir, la matriz cuadrada cuyos elementos diagonales (aquellos que ocupan la mis-
ma fila que columna, es decir, los elementos de la forma a;;) son unos y que tiene el
resto de entradas nulas. Notar que una matriz identidad I ° verifica que Ix = x para
todo vector columna x, de ahi su nombre.

Diremos que C es matriz inversa de A si verifica
AC=CA=1. (1)

A continuacién veremos que a lo sumo existe una unica matriz inversa, asi quedara
justificado llamar a la matriz A~! que verifique

AAT =ATA =1
matriz inversa de A. En efecto, si C; y Cy verifican (1) entonces
C1=C1l =C1(ACy) = (C1A)C2 = ICy = Co,

donde hemos tenido en cuenta que F(GH) = (FG)H para cualquiera F, G, H matri-
ces cuadradas.® Se puede probar que si existe A~! entonces A es una matriz cuadrada.
En caso de que existan A~!, B! se tiene que (AB)™' = B~1A~17

>Con I nos referiremos a una matriz identidad cualquiera.

®Esta propiedad se llama asociatividad y habria que probarla. La prueba es farragosa pero sencilla.
Una manera alternativa seria utilizar que una matriz representa una funcion lineal, que el producto de
matrices representa la composicion de las funciones lineales correspondientes y que la composicion de
funciones cumple de manera trivial la asociativad [13, Capitulo 9].

"En [14] se puede consultar un algoritmo elemental para calcular la matriz inversa de A (en caso de
existir) usando el método de eliminacién de Gauss usado para resolver sistemas de ecuaciones lineales
y que en la Seccién 4 se explica y comprueba su complejidad computacional.
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2.1.5 Matriz transpuesta

Dada una matriz

a,l ai2 aiz - Aaim

az1 dz2 A3 -+ A2y
A= ,

_an,l ap2 dp3 -°°° an,m_

definimos la matriz traspuesta de A como

ail dz1 d4dzl ... 4apl
T ai2 dz2 d4dAz2 ... 4p?2
A = . . . . . ’
_al,n azn, AaAs3n ... am,n_

es decir, AT es la matriz A “cambiando las filas por las columnas”. Es evidente que
(AT)T = A. Por ejemplo, si

1 1
A= ,
00
entonces
AT = 10
10
o si
X = [X1,.0s Xm]
entonces
X1
xT =
Xm

2.1.6 Relacion entre las soluciones de los sistemas de ecuaciones lineales y las ma-
trices inversas

Antes de concluir esta secciéon vamos a ver la relacion que existe entre matrices
invertibles y sistemas de ecuaciones lineales con solucién tnica.® Empecemos con un
ejemplo particular sencillo. Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

x+y=1 2
x—y=1

8Lo que se conoce como sistema de ecuacién lineal compatible determinado.
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;Como podriamos expresar estas relaciones de manera matricial? Podemos expresar
(2) de la siguiente forma:

1 1] (x 1

1 =1 |y| (1|

1
Es decir, si consideremos A = ) , es decir, la matriz cuyas filas son los coeficien-

tes del sistema de ecuaciones lineales y ¢ = [1, 1]7 resulta que (2) se puede representar
como

X
A =cC.

y

Procedemos a resolver (2). Sumando la primera ecuacion con la segunda de (2) ob-
tenemos 2x = 2y por tanto, x = 1 ey = 0. Por otro lado, aplicando el méto-
1

do descrito en [14] o en la Seccién 4.3 obtenemos que A~! = . Resulta que

D= D=

2
-1
2
= es la solucion previamente obtenida.” Veamos a continua

cion el caso general del fendmeno que acaba de ocurrir. Consideremos el siguiente
sistema de ecuaciones lineales con incégnitas x1, ..., X,

aixy+aiaxe+ ... +armXm = Y1

as X1 +as2Xo+ ... +ao Xy = y2

(3)

Api1X1+ap2X2o+ ...+ aApmXm = Yn

con a;;,y; dados para todoi = 1,...,nyj = 1,...,m. Resulta que (3) equivale a
resolver el problema de encontrar el vector columna x tal que

Ax =y, (4)

1.

con A = (a;j)i=1,..nj=1,..m € Y = [Y1,e0» Ym

Notese que si A™! existe, multiplicando por la izquierda a ambos lados de (4) se
obtiene que A™!Ax = Ix = x = A~y y por lo tanto x = A~ly es la solucién de (3).

Este método de resolucion de sistemas puede parecer demasiado complicado o en-
gorroso de usar sobre el método estandar, simboélico y manual al principio, pero es

9El lector mas escéptico puede comprobar que AA™' = A71A = 1.
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interesante destacar que al cambiar los valores de y1, ..., y, en (3), no hay que volver
a resolver el nuevo problema desde cero, ya que se puede aprovechar que A™! ya esta
calculado y sélo habria que hacer un tnico producto. Asi que si tuviera que resolver
multiples sistemas con los mismos coeficientes, probablemente ahorraria tiempo uti-
lizando el segundo método.

Otra razdén de para utilizar el segundo método es que se obtienen las soluciones
(o suausencia) en un numero finito de operaciones aritméticas basicas entre los coefi-
cientes a; ; ylos términos independientes y1, ..., y, de cualquier sistema de ecuaciones
lineales. Los ordenadores no son capaces de resolver ecuaciones en modo simbolico
como lo hacemos nosotros, pero son capaces de almacenar matrices y vectores y rea-
lizar operaciones sobre ellos de forma muy eficiente.'”

Ahora que entendemos un poco las operaciones con matrices, estamos preparados
para echar un vistazo a algunas de las importantes aplicaciones que las matrices (y el
algebra lineal en su conjunto) tienen en el campo de la ciencia econémica y, en parti-
cular, a la planificacién econdmica.

2.2 ;Por qué es importante para nuestra propuesta?

Como hemos discutido previamente, el sistema empleado por la URSS tenia al me-
nos dos problemas importantes e inevitables. La incapacidad de dar respuesta a estos
problemas generaron un descrédito de la economia planificada que sirvid en gran par-
te como “abono” para los que defendian la incorporacion de reformas orientadas hacia
el capitalismo, que s6lo agravaron los problemas y empeoraron la calidad de vida de
las personas. Nosotros vamos a intentar ilustrar cémo las matematicas modernas y, en
particular, el calculo matricial, dan una respuesta a ambos problemas descritos y cémo
sirven de base para una economia planificada. En este articulo nuestra pretensién no
es tratar la planificacion socialista en toda su complejidad, con toda clase de matices,
sino solamente ilustrar las matematicas basicas que forman parte de la solucion a los
problemas mencionados y que conforman la base para posteriores investigaciones so-
bre la misma.

En esta seccion vamos a trabajar bajo ciertos supuestos, que a continuacién comen-
taremos, con tal de simplificar el tratamiento matematico. Somos conscientes que una
economia real requiere tener en cuenta muchos mas matices, pero como hemos men-
cionado, lo que mads nos interesa en el momento presente es ilustrar las herramientas
matematicas bdasicas necesarias para la planificacion de una economia moderna. No
obstante, daremos algunas referencias y observaciones sobre el tratamiento de los ca-

10yéase BLAS.
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sos mas generales.

El método que vamos a describir a continuacién esta inspirado y generaliza los
analisis realizados por W. Leontief, por los cuales le otorgaron en 1973 el Premio de
Ciencias Econdmicas del Banco de Suecia en Memoria de Alfred Nobel (en sueco, Sve-
riges riksbanks pris i ekonomisk vetenskap till Alfred Nobels minne). Su método de ana-
lisis de la economia, a su vez inspirado en Frangois Quesnay, Ledn Walras, Karl Marx
y la planificacién soviética, se denomina “método de insumo-producto’, sucintamente
consiste en utilizar algebra matricial para describir las relaciones intersectoriales de
una economia en equilibrio general.!’ '* El lector interesado en los trabajos donde
Leontief describe y utiliza su potente método puede consultar [15], [16] y [17].

Supongamos una economia cerrada (es decir, sin flujos con ningun agente externo)
con m tipos de articulos distintos, siendo los primeros n tipos de articulos bienes de
produccién (madera, acero, maquinaria industrial,...etc) y los restantes m — n tipos
de articulos bienes de consumo (batido de chocolate, medicamentos, vendas,...etc).?
Ademas, vamos a suponer que

(a) Cada sector produce solamente un tipo de bien, por tanto no hay productos in-
termedios intrasectoriales.'*

(b) No hay formacién o educaciéon que los trabajadores puedan adquirir, ya sea para
hacer ciertos trabajos que de otra manera no podrian realizar o para maximizar
su productividad.'®

(c) Todos los bienes de produccion tienen el mismo lapso de duracién, que es to-
mado como unitario. El desgaste de la maquinaria pesada, infraestructura de las
fabricas ... etc no se tendra en cuenta.'®

(d) Todos los tipos de bienes requieren el mismo tiempo de fabricacién, que es to-
mado como unidad de tiempo.'”

(e) No hay diferentes técnicas de produccion disponibles para cada tipo de bien.

"Ta nocién de equilibrio general quiere decir, informalmente, que la oferta y la demanda de todos
los tipos de articulos coincide.

12Es interesante notar que W. Leontief trabajaba con precios de mercado, no con categorias més pro-
fundas que son independientes de la esfera de la circulacién, como haremos nosotros a continuacion.

13Los bienes de consumo son aquellos que no se usan para producir otros bienes.

Esta suposicién no es dificil de subsanar, por ejemplo, el lector puede consultar [18].

I5El lector interesado en tratar este aspecto puede consultar [19, Capitulo 2].

16E] lector interesado puede leer [20] para més informacién a este respecto. En [19] el desgaste (des-
igual) de las maquinarias se tiene en cuenta, no supone una gran dificultad.

17Se puede consultar [21], donde se trata brevemente. Posteriores anlisis sobre este punto serdn ne-
cesarios pues es una variable importante mas alld de los “costes laborales integrados” y consideraciones
medioambientales, que apenas ha sido tratado.
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Si bien todos los demas supuestos tienen solucion, el altimo es especialmente pro-
blematico. Basta con haber visto Breaking Bad para saber que se puede producir un
cierto producto de diferentes maneras. Todas estas técnicas alternativas pueden com-
pararse en términos de eficiencia atendiendo a los costes laborales integrados (que
definiremos a continuacién)'® y a las cantidades de cada tipo de articulo que se desea
obtener como producto final (representado por la demanda final). En cualquier ca-
so, esta cuestion crucial se escapa de los propdsitos del articulo. El lector interesado
en como tratar este fendomeno puede consultar [22], [23], [24] donde se trata sucinta-
mente la cuestion. Hay varios autores, tales como Tomas Hardin y David Zachariah,
que estan estudiando estos temas en profundidad.

Denotemos por a;; a la cantidad de unidades del tipo de bien j'° necesarios para
producir una unidad del tipo de bien i ?° y por ¢; a la cantidad de horas de trabajo
directo necesarias para ensamblar una unidad del tipo de bien i. Asi, la produccion del
tipo de bien i queda caracterizada por el vector [ay , ..., an, {i], que representa los in-
sumos requeridos y el trabajo de ensamblaje de esos insumos para producir, después
de un cierto periodo (de produccion), una unidad del bien de tipo i.

La cantidad de trabajo que una unidad del bien de tipo i encarna es la suma del
trabajo directo empleado ¢; en su produccién y del trabajo “guardado” en los insumos
utilizados. Esta cantidad la denotaremos por A;. Llamamos a A; coste laboral integrado
(CLI) del bien i—ésimo.”! A continuacién veremos cémo podemos calcular los CLI de
todos los bienes. Empecemos primero con los CLI de los bienes de produccion.

Veamos un ejemplo ilustrativo de cdmo funcionaria todo esto en una economia
sencilla.

18E] lector mas vivaz podria replicar que una cierta técnica puede ser mas eficiente que otra si el
conjunto escogido de técnicas para producir el resto de tipos de bienes es diferente, y estaria en lo cierto.

“Las unidades de los a ;i son unidades fisicas fijadas con antelacién. Por ejemplo, si el tipo de bien
J fuera pan, podriamos usar como unidad de referencia el kilo o el gramo.

’ Zji . . .
*%Una vez desagregada la economia por sectores, a; ; = <= siendo z; ; la cantidad de bienes produ-
L

cidos en el sector j que son insumos del sector i (en una economia capitalista la unidad de z; ; y del
resto de variables puede ser monetaria) y x; la cantidad total de bienes producidos en el sector i. Esta
serfa una forma préctica de calcularlos a; ;.

2!Muchos autores, por ejemplo Anwar Shaikh en [25] o Pablo Ruiz Népoles en [26] definen este
concepto de una manera diferente al incluir compensaciones salariales para analizar ciertos fenémenos
del comercio internacional. En nuestro texto este concepto equivaldria a lo que ellos llaman coeficientes
de trabajo verticalmente integrados.
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2.3 Ejemplo simplificado de economia comunal neandertal

Imaginemos que pertenecemos a una tribu neandertal durante el paleolitico supe-
rior y que queremos planificar la economia de nuestros bienes: las piedras, los palos y
los cuernos de caza. Tenemos la siguiente tabla de costes materiales para la realizacion
de cada actividad:

Tallar Piedras Talar arboles Cazar Cérvidos
Piedras 0.1 0.2 0.2
Palos 0 0.1 0.2
Cuernos 0.01 0.1 0.5

Esta tabla nos indica que para tallar una unidad de piedras, se necesitan 0.1 uni-
dades piedras, 0 unidades de palos y 0.01 unidades de cuernos. A simple vista esto no
parece evidente, por ejemplo, ;piedras para hacer piedras? ;y los cuernos para qué?
Pensandolo mas detenidamente, para tallar piedras se necesitan otras piedras ya talla-
das para golpearlas entre ellas (percutores duros), y se necesitan cuernos y palos como
herramientas de apoyo para terminar de limar las piedras (percutores blandos).

Si asignamos los indices 1, 2 y 3 a la piedra, los palos, y los cuernos, respectiva-
mente: a1 1 = 0.1,a21 = 0yas; = 0.01 para las piedras,ya; 3 = 0.2,a23 = 0.3y
as s = 0.5 para los cuernos.”?

La matriz A seria como la “receta” para producir cada tipo de bien.?*> Pues cada co-
lumna de la matriz se puede entender como los recursos que necesita cada “industria’,
es decir, un demandante en economias de mercado, mientras que cada fila se puede
entender como lo que oferta cada sector a los demas, y por lo tanto es un oferente:

0.1 0.2 0.2
A= 0 0.1 0.2]. (5)
0.01 0.1 0.5

Entendido esto, pensemos en una situacion mas compleja. Uno de los neandertales de
la tribu quiere realizar un proyecto comunal: quiere hacer una serie de estatuas repre-
sentando la maternidad y a la Diosa Madre, y, para ello, necesita una unidad de piedra
tallada. La pregunta que se plantea es: ;cuanto deberiamos producir de cada recurso
para que tengamos una produccion de una unidad final de piedra? La cantidad ex-
tra que se quiere producir normalmente se conoce como demanda final y puede ser

*2Los a ; se denominarédn mas tarde “coeficientes técnicos”
23La matriz A se llamara “matriz tecnolégica”
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representada por el vector de demanda final d, cuyos componentes son la demanda
final d; de cada tipo de bien, en este caso, d = (1,0, 0)7, porque queriamos producir
solamente una unidad final del bien 1 (piedra). Si quisiéramos producir dos unidades
de piedra y una de cuernos, el vector de demanda final seria d = (2,0, 1)7.

Las cantidades de bienes que necesitamos producir son una incégnita que necesita-
mos calcular. A esta incc')gnita se le conoce como produccion total, y esta representada
por el vector x) = (x x2 , Xg ))T siendo i el tipo de bien del que queremos producir
una unidad final (i = 1 para el caso de la piedra). Este vector almacena las cantidades
xﬁ.l) de todos los bienes j que se necesitan para satisfacer la demanda final de un bien
i dentro del sistema de sectores conectados. jAtencion! Estos valores no hay que con-
fundirlos con los valores a j;, los cuales se limitan a especificar la cantidad de recursos
necesaria para producir un bien en un sector concreto.

Ahora nos planteamos el problema por separado para cada tipo de bien, ;cudn-
ta piedra necesitariamos producir?, pues la necesaria para “alimentar” la propia pro-
duccion de los sectores interconectados mds una unidad de piedra (para satisfacer la
demanda final):

1
xi ) = allxg )+a12xé )+a13xé ) dy . (6)
—— —_——— —— —— S~
Produccion total Sector 1 Sector 2 Sector 3 ~ Demanda final

Antes de seguir, vamos a analizar los términos presentes en (6). Vemos que por
ejemplo el término algx( ) se refiere a la cantidad de unidades de piedra necesaria para
producir una unidad de palos multiplicada por la cantidad necesaria de unidades de
palos para producir ese 1 de piedra final deseada.?* En nuestro caso particular tenemos
que

V=01V 0.6V 0.6V 41 7)

Analogamente obtenemos para los palos y los cuernos el siguiente sistema de ecua-
ciones lineales:

xg)—a 1x§)+a12x§)+a13x( )+1 (8)
x; ) = aglxi ) 4 aggxél) + aggx(l) +0, 9)

xz()) ) = =as x% ) 4 a32)€§1) + a33x§1) +0. (10)

24Con final nos referimos a las unidades de bienes que obtenemos tras reponer los bienes usados en
la produccién.
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En nuestro caso particular tenemos que

o= oV o2V v0n) o+ 1,
& = ooV 02 + 0, -
AV = 0oV o0l +05xY + 0
_—— ~——
XD Ax(D d

Resolviendo este sistema de ecuaciones lineales obtendriamos las cantidades ne-
cesarias de cada recurso para poder realizar el proyecto comunal. De forma matricial
tenemos que

xM = AxM +d. (12)

Teniendo en cuenta el método descrito en la Seccion 4.2 para calcular la inversa de
matrices invertibles tenemos que

1.12 0.31 0.57
(I-A)1=10.01 1.16 047|,%
0.02 0.24 2.10

y asi finalmente obtenemos que

-1
100 0.1 0.2 0.2 1

xXV=u-4)"d=||lo 1 of[-| 0 0.1 0.2 0

00 1 0.01 0.1 0.5 0
-1
0.9 -0.2 -0.2 1 1.12 0.31 0.57( |1 1.12
=1 0 0.9 -0.2 0 = (0.01 1.16 0.47| (0| =10.01},
0

-0.01 -0.1 0.5 0.02 0.24 2.10( |0 0.02
donde la matriz (I — A)~! se le denomina “matriz inversa de Leontief”.

iYa tenemos nuestro problema resuelto! Debemos tener una produccion total de
1.12 unidades de piedra, 0.01 unidades de palos y 0.02 unidades de cuernos para pro-
ducir una unidad final de piedra. Este resultado refleja la necesidad de producir una
pequeiia cantidad de palos y cuernos para esta obra comunal. ;Por qué? ;No ponia en
la tabla pone que para tallar la piedra no se necesitaban palos? Esto se debe a que si que
necesitamos cuernos para tallar piedra y que para obtener cuernos si que se necesita

25El lector mas escéptico puede comprobar que en efecto (1 — A)(I - A)™' = (I-A)"'(I-A) =1.
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el uso de palos.

Supongamos que para tallar una unidad de piedra se requiere, en promedio, una
hora de trabajo, para talar una unidad de palos se requiere, en promedio, dos horas
de trabajo y para cazar una unidad de cuernos se requiere, tres horas de trabajo. En-
tonces, resultaria que el coste laboral integrado (CLI) del tipo de bien 1 (piedra) seria
(aproximadamente) 1,12-140,01-2+0,02-3 = 1, 2 horas de trabajo. Pues directa o
indirectamente se requeririan (aproximadamente) 1, 2 horas de trabajo producir una
unidad de piedra.

2.4 Tratamiento general para economias industriales

Como deciamos, lo anterior seria un ejemplo para una economia simplificada, pe-
ro, en realidad, el razonamiento no varia tanto al ampliar la escala. El mismo método
se puede usar para resolver los problemas logisticos de una economia de millones de
bienes distintos. Para ilustrar como se haria esto, sin embargo, no podemos mas que
describir los pasos en abstracto (con variables). Asimismo, y a diferencia de Leontief,
hemos dividido el desarrollo en bienes de produccion y bienes de consumo para mayor
generalidad y, ademas, para poder desacoplar ciertas operaciones en diferentes siste-
mas de ecuaciones. Esto estd inspirado en los métodos empleados por M. Morishima
en [27].

2.4.1 Costes laborales integrados de los bienes de produccion

Sabemos que para poder producir un bien del tipo 1 se necesitan a; 1, ..., a1 uni-
dades de los bienes de produccioni = 1, ..., n respectivamente. Estas unidades reque-
ridas también necesitan insumos para poder ser ensamblados y esos nuevos insumos
requeriran otros insumos, y asi sucesivamente “seguimos la pista” hasta que ya no que-
den mas insumos indirectos que tener en cuenta.

Dada esta interconexion entre los diferentes sectores industriales, puede intuirse
que un incremento en una unidad de producto final del bien de tipo 1 genera un efec-
to “multiplicador” o “cascada” en la cantidad de bienes de produccién de todos los
tipos, incluido del primer tipo (por ejemplo, para producir electricidad es necesaria
una cantidad minima de electricidad). Para obtener las cantidades totales de bienes de
produccién x%l), xél) , x,(,l) que son requeridas para obtener una unidad final del ti-
podebien 1, tras tener todas las repercusiones en cuenta, debemos resolver el siguiente

9 eo
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sistema de ecuaciones lineales:

()—a x§)+a1 xél) +a1nx(1)+1
(1) (1) 1 (1)
Xo =as X, +dasoXx .+ aoux, +0
12 2,14 2,2 .2 2, (13)
x,(,)—an x§)+an xg) +an,,x,(1) 0

Una vez resuelto, el CLI del bien de tipo 1 viene dado por

n
A = Z fjxﬁ-l)
=1

La notacion 2721 f(j) representa f(1) + f(2) + f(3) + ... + f(n) siendo f una
funcién cualquiera. Es decir, 2?21 f(Jj) significa sumar todos los valores de la funcion
S enlos nimeros consecutivos desde el limite inferior (j = 1) hasta el limite superior
(j = n). Por ejemplo, consideremos f(j) = j, 2}03:1 fG) = 2?21 j=14+2+3=6,
es decir, la suma de los nimeros consecutivos desde el 1 hasta el 3. Al simbolo )| se le
denomina sumatorio.

Teniendo en cuenta que producir cada uno de los insumos requiere un cierto pe-

5 ) coni = 1,...,n tienen que estar disponibles antes

de comenzar dicho periodo y los x( ) coni = 1,..n estaran disponibles al acabar di-
cho periodo. En la produccién real de articulos, las industrias usan los bienes de pro-
duccién necesarios mientras que al final del periodo son remplazados. Las partes del
producto final que permanecen tras la reposicidon son llamados productos finales. En
el momento presente solamente tenemos una unidad del bien de tipo 1 como produc-
to final. Similarmente, procedemos con el bien de tipo 2 para obtener las cantidades
totales de bienes de produccion xf) , x§2) - ( ) que son requeridas para obtener una
unidad final del tipo de bien 2. Tras tener todas las repercusiones en cuenta, debemos
resolver el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

riodo de tiempo, los }17_; a; jx

xg)—a11x§)+a12xé) .t a nxn +O

xg)—a 1x§)+a22xé) ...+ as nx,g)+1 (14)
<

x,g)—an x§)+an x§)+ +annx,(12)+0

Una vez resuelto, el CLI del bien de tipo 2 viene dado por

n
2
=
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Repitiendo el proceso de manera analoga con el resto de tipos de bienes de produccidn,
es decir, con los de tipo i siendo i = 3, ..., n obtenemos n sistemas de ecuaciones que
podemos escribir de forma matricial como

X[ZA]X]+I, (15)
con i i
xgl) x§2) xg?’) xgn)
n 2 O3 (n)
X X X oo X
Xp=72 7 2.
_Xr(,l) X;(f) x,(f’) xr(,")_
-al,l aiz a3z ... al,n-
az1 dz2 d4a3z ... 4z
Ap = "
_an,l ap2 dp3 ... an,n_

Una vez los productos (finales) xgi), xéi), e x,(f) (columna i—ésima de X;) requeridos
para producir una unidad (de producto final) del tipo de bien de produccién i—ésimo

estan determinados, podemos calcular el CLI del bien i—ésimo asi:
n .
1= 0 16
J=1

Ala matriz A; se le llama matriz tecnoldgica cuyas entradas se denominan comtinmen-
te coeficientes técnicos y representan cuantas unidades se requiere en promedio para
producir una unidad de cada bien. Fijémonos en las columnas de A;, que representan
los requerimientos (insumos) de cada tipo de bien.

Si escribimos L; = [{1, ..., €], Mj = [A4, ..., 4,] tenemos que
M;=L;X;. (17)

Hasta aqui hemos calculado los CLI de todos los bienes de produccion, ahora proce-
demos a calcular los CLI de los bienes de consumo.

26En [28] se prueba que este procedimiento es equivalente al més intuitivo de resolver el siguiente
sistema de ecuaciones lineales:

/11 = a1,1/11 + a2’1/12 + ...+ an,l/ln

Ag = 01’2/11 + 02,2/12 + ...+ an,g/ln

/1n = al,n/ll + ag’n/lg + ...+ an,n/ln.
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2.4.2 Costes laborales integrados de los bienes de consumo

La produccidn de los bienes de consumo se puede dividir en dos etapas: en la pri-
mera etapa se fabrican los bienes de produccion necesarios y en la segunda se combi-
nan estos bienes para obtener los bienes de consumo finales. La cantidad de bienes de
produccién requeridos para producir una unidad de bien de consumo de tipo i (con
i=n+1,...,m)sonai,,...,aj, con el propdsito de remplazar estos bienes de pro-
duccioén consumidos en el proceso de fabricacion, necesitamos xil), x,(j) unidades
de bienes de produccidén de tipo j = 1, ..., n respectivamente que vienen determina-

dos por el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

xil) = a1,1x§l) + al,QX§’) Tt al,nxr(f) tai
xé’) = 02,1?6?) + amxg) Tt aanf(il) taz (18)

X\ = an’lxgl) + an,gxg) + ..+ an,nx,(f) + an,

En la primera etapala sociedad consume }77_; ¢ jx;l) horas de trabajo, mientras que
en la segunda etapa la sociedad consume ¢; horas de trabajo. Por tanto, el CLI del bien
de consumo de tipo i es Z’}Zl ¢ xﬁ.i ) +€; 27 Aqui, hemos realizado el procedimiento para
un tipo de bieni = n+ 1, ..., m arbitrario. Poniendo en forma matricial las ecuaciones
que hemos obtenido hasta ahora obtenemos

X =AXy+An, (20)
My =LiX;+ Ly, (21)
siendo
x§n+1) x§n+2) x§n+3) xﬁm)
Xn=1 : : : IR [N
KD ) ) )

2’En [28] se prueba que este procedimiento es equivalente al més intuitivo de resolver el siguiente
sistema de ecuaciones lineales:

Ans1 = 1,01 A1 + A2 pp1d2 + .+ Ap i1 dy

Ans2 = a1 pr2d1 + a2 ppodo + .+ A a2 dy (19)

/1m = al,m/ll + a2,m/12 + ...+ an,m/ln
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aip+1l Aip+2 -~ AIm

azp+1 A2p+2 ... A2m
A= _ , R

|Ann+l App+2 .- Apm]

M = [Aps1s eoos Am] Y L11 = [€p41, .., €] Notamos que X/ es una matriz con n filas
y m — n columnas.

Ahora, si en lugar de desear producir una unidad final del bien de produccion i-
ésimo, deseamos producir d; unidades finales del tipo de bien i-ésimo coni =1, ...,n
entonces necesitamos x1, ..., X, unidades de cada tipo de bien de produccion respec-
tivamente, que vienen determinadas por

X = Arx + d — (I-Apx=d,
~—— —— S~
Producto total  Consumo intermedio  Producto final
siendo o
X1 dy
X2 d2
X = , d=
_xn_ _dn_

Por tanto, si existe (I — A;)~! (a esta matriz se le denomina Matriz Inversa de Leon-
tief)*® 2° entonces x = (I — A;)~'d.

Si en lugar de desear producir una unidad neta del bien de consumo i—ésimo, de-
seamos producir d; unidades netas del tipo de bien i—ésimo coni = n + 1, ...,m en-
tonces necesitamos x1, ..., x,, unidades de cada tipo de bien de produccién respectiva-
mente, que vienen determinadas por

X = A]X + A]]d — (I - A[)X = A]]d ,

28La investigacion sobre condiciones suficientes para la existencia de (1 — A7) ™! de tal manera que el
vector x = (I — A7)~'d tenga todas las entradas no negativas se escapa al alcance del articulo, el lector
interesado en cuestiones relacionas con los problemas mencionados puede consultar [28, Capitulo 2] y
[27].

29Bajo ciertas condiciones técnicas (el lector puede consultar por ejemplo [29, p.351]) sobre A;, que
generalmente se satisfacen en una economia, resulta que (I — At =T+Ar+... + A‘I] + A‘I]Jr1 + ...
(aqui apareceria un limite pero definirlo rigurosamente escapa el propésito del articulo, en su lugar, el
lector puede interpretarlo como una ’suma infinita’). De hecho, si A?H = 0 entonces (I — A7)~ =
I+Ar+..+ A?. Estas igualdades son realmente interesantes, mas alla de darnos maneras alternativas
de calcular (I — A;)~! nos permiten dar un sentido econémico preciso a la Matriz Inversa de Leontief.
Basta entender que A;x son los insumos requeridos para producir x; unidades del tipo de bien i con
i=1,..,n, A?x son los insumos requeridos para producir los insumos requeridos para producir x;
unidades del tipo de bien i coni = 1, ..., n y asi sucesivamente.
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siendo
X1 dp+1
X9 dn42
X = , d=
_xn_ - dm =

Por tanto, si existe (I — A7)~ entoncesx = (I — A7) "A;d.

Ahora vemos claramente cual es la estrategia basica de nuestra planificacion eco-
némica. Fijado el vector d, que representa la cantidad final de productos de cada tipo
que se desea producir, calculamos cuantas unidades totales de cada tipo de bien de
producciodn, x, es necesario fabricar. Asi, podemos evitar los dos grandes problemas de
la Unién Soviética descritos previamente en la Introduccion, sin necesidad de utilizar
una unidad monetaria para describir los flujos de trabajo.’® *! Por supuesto, estimar
d supone también un cierto reto, aunque mucho menor de lo que pudiera parecer a
simple vista, mas atin con la tecnologia actual, que nos permite tener mecanismos en
tiempo real de retroalimentacion de informacion. Este problema es tratado extensa-
mente en [19].

39 A pesar de que calcular en general la inversa de matrices grandes de forma exacta es relativamente
costoso (pues el numero de operaciones necesarias no crece de forma lineal con el nimero de filas tal y
como se muestra en la Seccion 4) hay que tener en cuenta:

1. Las matrices Ay, Ajy no son matrices cualesquiera; por un lado, su tamafio depende del nivel en
el que desagreguemos la economia en tipos de articulos (o sectores) y por otro lado, a medida
que lo hacemos las matrices se tornan dispersas, es decir, la proporcion de entradas nulas ird
creciendo. Las matrices dispersas son muy especiales por ser altamente manejables. Ademas, el
total de tipos de bienes existentes en una economia real siempre serd considerablemente menor
que la poblacién total.

2. No necesitamos calcular nada de forma exacta. S6lo necesitamos métodos iterativos que nos pro-
porcionen soluciones aproximadas con la precisién deseada. El drea de las matemadticas que se
encarga de hacer esto mismo se llama Andlisis Numérico y ha sido una de las areas de las mate-
maticas aplicadas mds fructiferas del dltimo siglo, mas atin con el desarrollo de la computacion.
El lector interesado en este tipo de herramientas puede consultar [30-34].

318i los articulos de consumo personal que se encuentran en las tiendas publicas se adquieren en
contra de su CLI equivalente en bonos de trabajo, el problema descrito en el Apéndice A desaparece.
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3 Optimizacion

Con lo dicho quedarian contestadas una buena parte de las dudas sobre el funcio-
namiento de la planificacion ciber-socialista, pero en una economia compleja hay mas
problemas a tener en cuenta.

Dado un tejido agroindustrial concreto, siempre son concebibles diferentes ma-
neras de abordar un mismo problema, labor u objetivo de produccién, cada una con
unos resultados parcial o enteramente distintos. Hablamos de opciones alternativas
a la hora de elegir tecnologias, distribuciones de plantilla, rutas de transporte y/o re-
parto, etc. Pensemos en un ejemplo facil: trabajar la tierra. A priori, es intuitivo que
arar el campo con un tractor es mas eficiente que usar herramientas manuales. Pero,
si lo pensamos con mas calma, esta dicotomia no es realista. Los tractores no caen del
cielo. También hay que producirlos y cabria pensar escenarios en los que lanzarse a en-
samblar tractores no fuese razonable. Esto es de lo mas simple que podemos pensar,
pero, con un poco de imaginacion, no es dificil caer en la cuenta de que muchos de
los retos que nos depara este siglo implicaran situaciones de este estilo: ;cémo asumir
la transicidn a una economia postcarbono? ;invertimos millones y millones de horas
de trabajo en una energia experimental que, al cabo de unos afos, podria solucionar
el problema energético durante siglos, o “vamos a lo seguro” y, simplemente, combi-
namos, como bien podamos, las actualmente existentes?>?

En cualquier caso, estos problemas pueden resumirse en el intento de maximizar
o minimizar ciertas cantidades bajo ciertas restricciones. Entre otras cosas, se podria
tratar de minimizar el nimero de horas de trabajo necesarias en un sector peligroso
y/o desagradable o la cantidad de CO2 emitido para producir cierto producto. Pues
bien, gracias a las aportaciones del matematico y economista Leonid Kantordvich,*’
sabemos que la mayoria de estos problemas pueden modelarse matematicamente en
lo que se conoce como problemas de optimizacion. Formalizar y resolver estos, en base
a los recursos disponibles, nos aporta indicaciones claras de como actualizar o desa-
rrollar nuestra economia de forma eficiente.

Recordemos lo dicho en la seccion 1. En el ecosistema mercantil las necesidades
sociales son eclipsadas por la mediaciéon del imperativo de la rentabilidad; dichas si-
tuaciones son interpretadas como oportunidades de ganancia, subrogando todas la in-
novaciones técnicas del conocimiento colectivo a este fin. Esta dinamica es tremenda-
mente arbitraria y da origen de un sin fin de problemas (sobreproduccién de productos

32No hay que confundir esto con el problema, mencionado en el capitulo anterior, de calcular el
coste laboral integrado de un bien que se esta produciendo simultdneamente de diferentes maneras. La
cuestion ahora es seleccionar, entre una diversidad de iniciativas posibles, la mejor.

33Kantordvich también fue premiado por este mismo tema con el Premio de Ciencias Econémicas
del Banco de Suecia en Memoria de Alfred Nobel en 1975
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innecesarios, pero rentables, escasez de otros necesarios, pero no rentables, crisis, etc.)
pero... ;No hay otra manera de hacer las cosas? ;No es intuitivo que los mecanismos
de optimizacién que hoy utilizan Amazon o Walmart, a escala intraempresarial,* po-
drian usarse para propdsitos mas emancipadores, de manera ain mas eficiente si cabe,
al socializar todas las empresas y abolir la enorme limitacion que hoy supone que estas
oculten informacion entre si?

En este capitulo veremos justamente eso: como la optimizacién matematica po-
dria usarse en una economia democraticamente planificada para garantizar el mayor
rendimiento posible de nuestras infraestructuras. Como se explica en otros sitios [36]
[37], esto no implica que todas nuestras empresas publicas tengan que usar las mismas
técnicas productivas. Hay un enorme espacio para la innovacion y la experimentacion,
pero esto es un tema que sobrepasa las intenciones de este articulo. Centrémonos aho-
ra en la idea de optimizacion.

3.1 Optimizacion Matematica

El primer paso para modelar un problema de optimizacion seria definir la fun-
cion objetivo a maximizar o minimizar. Dicho de forma matematica, necesitamos en-
contrar una funciéon f : A — R, donde R es el conjunto de los niimeros reales
(cualquier nimero) y A normalmente es un subconjunto del espacio Euclideo n-
dimensional R". Esto ultimo puede sonar algo complejo, pero puede comprender-
se facilmente con un ejemplo. Todos estamos acostumbrados a las 3 dimensiones en
nuestro dia a dia (ancho, alto y largo). ;O incluso 4 dimensiones! Si es que hemos oido
hablar de Albert Einstein... Pues bien, estas 3 dimensiones representarian el espacio
Euclideo 3—dimensional R3. Por otro lado, A es un subconjunto de dicho espacio, es
decir, todos los elementos de A pertenecen a R3, graficamente seria una porcion del
mismo. Por ejemplo, una esfera serfa un subconjunto del espacio Euclideo R3.

Por ultimo, solo queda extender las matematicas utilizadas para R? a n dimensio-
nes. Los puntos de R? vienen definidos por 3 coordenadas, es decir, no son nada mas
que tripletes ordenados (3-tuplas) de nimeros reales. Analogamente, los puntos en
R"™ no son nada mas que n—tuplas de nimeros reales, es decir, cada punto en R" viene
definido por n numeros ordenados. Al lector esto le habra sonado familiar pues los
elementos de R" son exactamente los vectores filas o columnas con n columnas o n
filas respectivamente introducidos en la Seccion 2.

Este ultimo paso es sencillo, pero dificil de imaginar, ya que nadie ha podido obser-
var nunca un objeto en mas de 3 dimensiones. Sin embargo, en matematicas es perfec-
tamente posible. En economia, las n dimensiones tienen un significado mas tangible,

34Se puede leer sobre el uso de estas técnicas en dichas corporaciones en [35, Capitulo 4].
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por ejemplo, al representar las unidades de cada tipo de articulo que se van a emplear
en una cierta tarea.

El subconjunto A vendra definido por las restricciones del problema. Formalmen-
te, los puntos de A seran n—tuplas de numeros que verificaran unas ciertas desigual-
dades y/o igualdades. Por ejemplo, estas restricciones pueden venir de limitaciones en
el total de jornadas laborales empleadas o en el total de toneladas de CO; generadas.

Llegados a este punto, ya conocemos todos los ingredientes necesarios para des-
cribir un problema de optimizacidn, es decir, la funcién objetivo y las restricciones.
La optimizacion es una rama muy amplia de las matemadticas, la cual implica un sin-
fin de técnicas diferentes dependiendo de las caracteristicas especificas del problema
a resolver. En este articulo ponemos el foco en la programacion lineal. La Seccion 3.2
presenta en detalle la descripcidn y aplicaciéon de la programacion lineal a problemas
econémicos. Sin embargo, ciertos aspectos de la economia, como podrian ser las eco-
nomias de escala, no pueden ser tratados por la programacion lineal, pues o bien la
funcién objetivo no es lineal o bien las relaciones que definen las restricciones no son
lineales. Este aspecto es tratado con mayor detalle en la Seccion 3.3.

3.2 Programacion Lineal

Las relaciones lineales entre variables son de proporcionalidad. Consecuentemen-
te, una funcion lineal f definida en R” manda combinaciones lineales de los vectores
X,y en combinaciones lineales de f(x), f(y), con las mismas constantes de propor-
cionalidad, formalmente, diremos que f : R” — R™ es lineal si

flax+By) =af(x)+Bf(y)

paratodo @, 8 € Ryparacadax,y € R". Elaspecto que estas funciones tienen es, por
ejemplo, el de recta en el plano o el de plano en R3. Este tipo de funciones son muy
manejables mediante computadoras y tienen propiedades interesantes.

Los problemas de programacién lineal suelen representarse en la literatura con la
siguiente notacion:

max ¢ x (22)
X

sujetoa:  Ax< b
x>0

donde ¢! es un vector fila 1 X 1, x es un vector columna n X 1, A una matriz m X n y0
es un vector columna n X 1 cuyos elementos son tnicamente 0’s. El problema anterior
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trata de maximizar la funcion (lineal) x — ¢

a continuacién explicaremos.*

X sujeta a unas ciertas restricciones que

Las dos aparentes restricciones, al estar expresadas en notacion matricial, corres-
ponden, en realidad, a multiples restricciones individuales. Por ello, vemos convenien-
te utilizar la notacion matricial en este tipo de problemas.

Como vimos en la Seccién 2, cuando se introdujo el concepto de producto matriz-
vector, Ax < b representaria m desigualdades, pues la matriz A tiene dimensiones
m X n donde n es el numero de variables en nuestro problema. Las m restricciones pue-
de hacer referencia, por ejemplo, a diferentes insumos en un proceso de fabricacion,
horas trabajadas, maquinaria utilizada... Lo relevante aqui es tener en cuenta que las
restricciones tendran siempre un significado en el mundo real. La segunda restriccién
es bastante habitual y se encarga de que las variables en x no tomen valores negativos
para evitar soluciones que no tienen sentido en el mundo real, como podria ser el pro-

ducir un nimero negativo de vehiculos.

Intentemos ahora resolver un problema concreto con las herramientas que tene-
mos hasta el momento. Parece ser que en en ultimo plebiscito sobre la descarboni-
zacion de la economia, los ciudadanos han elegido darle una mayor importancia a la
bicicleta como medio de transporte. Al contrario que en una economia capitalista, no
es necesario esperar a ajustes de la oferta y la demanda o a que algun capitalista detecte
la oportunidad de mercado, sino que el resultado del plebiscito puede implementarse
directamente en todo el sector bicicletero.

Dada una fabrica de bicicletas que produce bicicletas de montafa (x;) y bicicle-
tas eléctricas (x2), el objetivo es que la fabrica maximice su producciéon teniendo en
cuenta que se espera que las adquisiciones de bicicletas eléctricas seran el doble que
las de montaiia, ya que las primeras son mucho mas comodas para desplazarse lar-
gas distancias hasta el trabajo. Este tipo de preferencias pueden reflejarse en la fun-
cién objetivo utilizando el vector ¢! = [1 2], resultando en la funcién objetivo
f(x) = cI'x = x1 + 2xo. En otras palabras, las bicicletas eléctricas tienen un mayor
peso en la funcién y por tanto se las priorizara en la produccion.

Los insumos semanales de la fabrica son 60 kg de acero y 180 kg de aluminio. La
produccion de cada bicicleta de montafa requiere 1 kg de acero y 4 kg de aluminio,
mientras que las bicicletas eléctricas precisan de 2 kg de acero y 2 kg de aluminio. Esto
resulta en la restricciones para el acero (ecuacion (23)) y el aluminio (ecuacion (24)),
ya que la produccién nunca puede sobrepasar las materias primas necesarias en su

3>Tal y como afirmamos en 6 toda aplicacion lineal se puede representar por una funcién de la forma
x — Axsiendo A una cierta matriz. Por tanto, en el problema anterior la funcién objetivo puede ser
cualquier funcién lineal.
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fabricacion. Por ultimo, habra que considerar las horas de trabajo que precisa cada
bicicleta. La fabrica consta de 4 empleados trabajando 35 h semanales cada uno y cada
uno de ellos toma 3 horas para terminar una bicicleta de montafa y 4 horas para una
eléctrica (ecuacion (25)).

1x1 +2x9 < 60 (23)
4x1 + 2x9 < 180 (24)
3x1 + 4x9 < 140 (25)

La ecuacion (26) muestra las restricciones en forma matricial. Nétese que las ulti-
mas dos filas de la matriz A y el vector b aseguran que el nimero de bicicletas no sea

negativo.
2 ] [ 60 |
2 180
X1
Ax = 4 <b=1] 140 | . (26)
X2
-1 0 0
0 -1 0

La region factible se muestra en la Figura 3, donde las zonas sombreadas repre-
sentan el espacio en el que las restricciones no se cumplen. Entre las intersecciones de
todas las restricciones, queda un poliedro (region blanca en la figura) de tal forma que
cualquier punto dentro de este poliedro cumple con todas las restricciones. Se puede
demostrar que el punto que maximiza (o minimiza) la funcién objetivo debe ser uno
de los vértices de dicho poliedro, por lo que todo algoritmo que pretenda encontrar el
maximo (o minimo) de la funcién objetivo, debera evaluarlaen todos o en algunos de
estos vértices, para asi encontrar la solucion al problema de programacion lineal. Uno
de los algoritmos mas conocido es el algoritmo “simplex”.

3.2.1 Elmétodo simplex y sus aplicaciones

A continuacidn, expondremos, de manera intuitiva y sin entrar en los detalles del
calculo, el modus operandi del algoritmo simplex, el método usado cominmente para
resolver los problemas de programacion lineal.

Para entenderlo basta con conocer dos caracteristicas del problema: una relacio-
nada con las restricciones y otra con las funciones objetivo.
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Figura 3: La region factible del problema de optimizacion es un poliedro. Los planos
de diferentes colores corresponden a las restricciones del acero (azul), aluminio (na-
ranja), horas de trabajo (verde) y no negatividad de la solucién (rojo y violeta), res-
pectivamente.

La primera es la forma especifica de la region factible en la que las soluciones cum-
plen los requisitos impuestos por las restricciones. Esta es un poliedro convexo (un
cubo o un dodecaedro son dos ejemplos, aunque las regiones factibles no tienen por
qué ser solo en 3 dimensiones ni ser regulares).*

(4) (B)

Figura 4: Ejemplo visual de un conjunto no convexo (A) y otro convexo (B).

La segunda caracteristica del problema es que la funcién objetivo, al ser también
una funcidn lineal, ordena el espacio de soluciones dividiéndolas en lineas, planos o
hiperplanos (es decir, la extension del concepto para mas de 3 dimensiones) en los

36Recordamos, antes de proseguir, que matematicamente, un conjunto es convexo si y sélo si, para
cualesquiera dos puntos del conjunto que tomemos, el segmento que los une se encuentra contenido en
el conjunto.
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cuales la funcion vale lo mismo (ver figura 6).

Dado esto, la idea es hacer aumentar (o disminuir) la funcién objetivo. Para ello
tendriamos que desplazarnos subiendo (o bajando) en direccion perpendicular a esos
planos. Estos dos resultados juntos nos llevan a la siguiente conclusion: las soluciones
Optimas solo pueden estar en un vértice o en varios (junto con los puntos entre ellos:
una arista o una cara). Esto se puede imaginar en 3D apoyando un poliedro sobre una
mesa ya sea sobre un punto o mas, y buscando el otro punto a mayor altura: de manera
intuitiva vemos que efectivamente serd un vértice (o mas).

. N AN /S =
N < \ ;7 ! h
AR S ¥ (@)
\ / N

N7 Lo s/ s ool =] -

Figura 5: Ejemplo visual de los posibles maximos de un poliedro convexo sencillo (cua-
drado) donde h() es la altura en funcién del dngulo de inclinacién. Los puntos mas
altos o son un vértice o una arista.

Como a nosotros lo que nos interesa es encontrar una solucién factible 6ptima,
nos da igual si hay varias, lo interesante es llegar a una de ellas. Lo mds importante del
resultado anterior es que nuestro éptimo va a estar en algtn vértice. Con este objeti-
vo se disefi6 un algoritmo que solamente se encarga de esto: el método simplex. Este
procede en tres fases: 1. Inicializacion, 2. Bucle y 3. Finalizacion.

1. El algoritmo se inicializa tomando un vértice cualquiera. De ahi, se analizan sus
vértices adyacentes (conectados a este por una arista) y se calcula cual de ellos
tiene un valor mayor (si estamos maximizando) para la funcion objetivo.

2. A continuacidn, nos trasladamos a ese nuevo vértice y repetimos el proceso. Al
ir siempre aumentando el valor de la funcidn objetivo acabaremos llegando al
vértice optimo.

3. Esto se confirma al comprobar que sus vértices adyacentes tienen un valor menor
para la funcién objetivo. Ahi se finaliza el simplex al haber alcanzado la solucién
factible 6ptima.

Una vez conocido el método simplex, podemos aplicarlo al problema anterior para
la optimizacion de la fabricacion de bicicletas y asi obtener la solucién al problema. Los
vértices del poliedro que forma la region factible estin marcados con circulos rojos en
la Figura 3. Estos vértices son los puntos en los que cortan los planos que forman las
restricciones. Por ejemplo, para obtener el punto de corte de las restricciones x; > 0
y 1x1 + 2x2 < 60 tan solo es necesario resolver el sistema de ecuaciones formados
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por las dos restricciones. En otras palabras, seria necesario sustituir x; = 0 de la pri-
mera restriccion en la ecuacion 1x; + 2xo = 60 para asi obtener el punto de corte
(x1,x2) = (0, 30). Procediendo de una manera similar con el resto de restricciones, se
obtendria la lista de vértices [ (0, 0), (0, 30), (20, 20), (44, 2), (45,0)].

El lector tan solo tiene que sustituir cada uno de estos puntos en la funcién ob-
jetivo x1 + 2xo para encontrar su maximo, que en este caso seria 60. Es interesan-
te observar que este maximo podria alcanzarse de dos maneras diferentes (i.e., para
(x1,x2) = (0,30) y (x1,x2) = (20,20)). En principio, cualquiera de las dos seria una
solucidn vélida a nuestro problema y la decision final podria tomarse, por ejemplo, de
manera aleatoria (lanzar una moneda al aire para decidir en funcién del resultado) o
en base a la coordinacion a escala sectorial (podria ser que la demanda de bicicletas de
montafa quedara desabastecida si se eligiera x; = 0).

Funcién Objetivo

Figura 6: Valores de la funcién objetivo en la region factible, representada por el area
delimitada por las lineas rojas. Notese que la funcion tiene un valor constante en las
rectas sombreadas en el interior del poligono (valor mas bajo de color lila, mas alto
amarillo).

Para el lector interesado en el formalismo sobre el que se asienta este algoritmo, le
recomendamos consultar la bibliografia correspondiente [38].

Veamos, con una serie de ejemplos, cuan versatil es la optimizacion lineal. Para
ello vamos a ver que una gran variedad de problemas — en nuestro caso econémicos
— son en realidad problemas de programacion lineal de una u otra forma, y por tanto
resolubles por métodos como el simplex, descrito previamente.
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3.2.2 Ejemplo historico del Laboratorio Central de Plywood Trust

Vamos a tratar un ejemplo que, de hecho, se basa en un problema real que el Labo-
ratorio Central de Plywood Trust le presento6 a L. Kantorovich en torno a 1939 (des-
crito en [39]).

El problema consistia en maximizar la produccion de diferentes tipos de madera en
determinadas proporciones, haciendo uso de ciertas maquinas. Disponian 8 maquinas
para producir madera y 5 tipos de madera distintos. La solicitud pretendia garantizar
que el 10%, 12%, 28%, 36% y 14% del producto final fuese del primer tipo, del segundo
tipo, del tercer tipo y del cuarto tipo de madera respectivamente. Sea py la proporcion
de madera del tipo k que se requiere producir, en nuestro caso: p; = 0,1, pa =0, 12,
p3 = 0,28, ps = 0,36y ps = 0, 14. Denotemos por «;  al nimero de unidades de
madera del tipo k que se producen en una jornada laboral usando la maquina i y por
h; x al tiempo, expresado como fraccién de la jornada laboral, que vamos a utilizar
la maquina i para producir madera del tipo k. Los @; ; son datos conocidos por el
Laboratorio Central que representan la productividad de las maquinas para fabricar
los diferentes tipos de madera. Estos datos fueron concretamente los siguientes:

Namero de Tipo de madera

la maquina 1 ) 3 4 5
1 4,0 7,0 8,5 13,0 16,5
2 4,5 7,8 9,7 13,7 17,5
3 5,0 8,0 10,0 14,8 18,0
4 4,0 7,0 9,0 13,5 17,0
5 3,5 6,5 8,5 12,7 16,0
6 3,0 6,0 8,0 13,5 15,0
7 4,0 6,0 9,0 14,0 17,0
8 5,0 7,0 10,0 14,8 18,0

Cuadro 2: Los @, coni =1,2,3,4,5,6,7,8y k =1,2,3,4,5.

El problema consiste en obtener los /;  coni =1,...,8y k =1, ..., 5 que verifican
las siguientes condiciones:

1. hix =0 37

2. Zk:l I’li,k =1 .38

37Esto es evidente pero es importante para no obtener soluciones con ; x < 0, que carecen de sen-
tido.
38Cada maquina va a estar la jornada laboral entera produciendo algtin tipo de madera.
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1 8 _ 1 y8 _ 1 y8 _ 1 y8 _ 1 y8
3. or s hipain = 5 Xl higip = o= Xty hig@iz = 50 2y hia@ia = 5= 2y his@is
y que este valor comin sea méximo.*’

La solucidn al problema anterior, aplicando el método del simplex es la siguiente:

Namero de Tipo de madera
la maquina 1 ) 3 4 5
1 0 0,3321 0 0 0,6679
2 0 0,9129 0,0871 0 0
3 0.5744 0 0,4256 0 0
4 0 0 0,9380 0,0620 0
5 0 0 1 0 0
6 0 0 0 1 0
7 0 0 0 1 0
8 1 0 0 0 0

Cuadro 3: Los h;x,coni =1,2,...,8yk =1,2,...,5, 6ptimos buscados.

39Si denotamos por zx = Z?Zl hi ra; i a las unidades producidas de cada tipo de madera k =
1,2,3,4,5, entonces las unidades totales de madera producidas (en una jornada laboral) son M
22:1 Zk. Tenemos que las condiciones zx = pxM paratodo k = 1,2, 3,4, 5 son equivalentes con las
primeras condiciones de 3. Para verlo, basta notar que p1 + p2 + p3 + p4 + p5 = 1, por definicién de

Pk>y que

p1z1 + P272 + P33 + D424 + p5Z5)
P1 P2 pP3 P4 Ps5

Tk
= pr(p1+p2+p3+ps +p5)p—k

PM = pi(

= Zk-

Estas ultimas condiciones son mds claras que las que aparecen en 3.
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El total 6ptimo de unidades de maderas de cada tipo que se puede producir en una
jornada laboral es

hii@i1=0,5744-5+1-5="7.872,
1

8
=
hiaajs =0,3321-7+0,9129 - 7,8 = 9.44532,

8
=1

1

hizaiz=0,0871-9,7+0,4256 - 10+ 0,9380 - 9,0+ 1 - 8,5 = 22, 04287,
1

8
1=
hiaiq =0,0620-13,5+1-13,5+1-14,0 = 28,337 y

8
=1

1

hisa;5 =0,6679 - 16,5 = 11.02035,
1

8
1=

respectivamente.

3.2.3 Miscelanea de otros posibles ejemplos

Ahora supongamos que tenemos n maquinas que forman parte del proceso de pro-
duccion de un cierto tipo de bien, compuesto de m piezas (en principio pueden ha-
ber repeticiones de tipo de piezas, sin embargo, por simplicidad en el tratamiento,
trataremos cada pieza como de distinto tipo y esto no supondra ningiin problema).
Denotemos por «; ; al numero de piezas del tipo k que se producen en una jornada
laboral usando la maquina i. Notemos que en caso de que la maquina i no sea capaz
de producir piezas del tipo k (por ejemplo, un tractor no podria producir tornillos)
entonces pondriamos @; x = 0. ;Qué buscamos? Deseamos distribuir el trabajo entre
las diferentes maquinas de tal manera que maximicemos el nimero total de articulos
completados. Denotemos por £; ; al tiempo, expresado como fraccion de la jornada
laboral, que vamos a utilizar la maquina i para producir piezas del tipo k. Nuestro pro-
blema es precisamente determinar los h; ; coni = 1,...n,k = 1,...,m de tal manera
que maximicemos el producto final de articulos acabados. Veamos que condiciones
los h; x han de verificar. Es evidente que 4; ; > 0 para todo 7, k y que para cada i

m
Do hig=14
k=1

40Podemos asumir que cada maquina va a ser utilizada durante toda la jornada laboral, en caso con-
trario, se remplazaria la condicién por 37" | h; x < 1.
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Si zx es el total de piezas del tipo k producidas tenemos que

n
k= Z @ ihik,
i=1

pues a; x h; x nos da el total de piezas del tipo k producidas utilizando la maquina i. Si
deseamos obtener articulos completos ha de imponerse la condicién z; = z5 = ... =
Zm» es decir, que el total de piezas de cada tipo sea igual. Debemos maximizar el valor
comun, z, de todas estas cantidades. Por tanto solucionar el problema enunciado nos
lleva a resolver el Problema A: Determinar h; y coni =1,...,n, k =1, ..., m tales que

1. hjy >0paratodoi=1,...,n,k=1,....,m.
2. Xp 1 hix =1paracadai=1,...,n.

3. 2=21 = ... = Zp y 2 s maximo siendo zx = ). | @; i hix paratodo k.

El lector puede ficilmente escribir el Problema A de la forma (22).*! Otras variacio-

nes de este problema también encajan con la estructura del Problema A. Por ejemplo,
si s6lo produjéramos un unico tipo de pieza con diferentes maquinas y hubieran dis-
tintos procesos necesarios de produccion de la misma en la cual diferentes maquinas
pudieran ser utilizadas,*” llegarfamos al Problema A. Con la diferencia de que a; x, en
este caso, seria el numero de piezas que han pasado por el proceso k—ésimo utilizando
la maquina i durante una jornada laboral.

También podemos anadir al problema original condiciones limitantes adicionales,
por ejemplo, si cada proceso de manufacturacion requiriese una cantidad de energia
diferente, podriamos querer limitar el gasto energético total. Denotemos por c; x los
kW h por dia de energia que la fabricacion de la pieza del tipo k usando la maquina i
consume. El gasto energético total viene dado por la expresion 3;_; 7" | hi k¢ k. Po-
demos entonces afiadir al Problema A la restricciéon de que el gasto energético total sea
menor o igual que C, para algin C prefijado. Asi, llegamos al Problema B: Determinar
hixconi=1,..,n,k=1,...,m tales que

1. hjy > 0paratodoi=1,...,n,k=1,....,m.

2. Xp i hix =1paracadai=1,...,n.

3. =21 = ... = Zp y 2 es maximo siendo zx = ). | @; xhix para todo k.

4. Y 2 higeix £ C.

*1El problema descrito en 3.2.2 pertenece a esta familia de problemas si tomamos como “@;
siendo py la proporcién de madera del tipo k que se requiere producir.

#2Por ejemplo, fabricar armarios necesita primero talar drboles, cortar la madera en las dimensiones
adecuadas, ...etc y todos estos procesos podrian realizarse con diferente maquinaria.

» a/i,k
Pk
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Observamos que ¢; x puede sustituirse por el gasto de agua o de personas utilizadas en
la produccion del tipo de piezas k usando la maquina i y asi podemos imponer restric-
cion sobre la cantidad total de agua que se puede gastar o sobre el total de personas a
utilizar.

Ahora, supongamos que una misma maquina es capaz de producir, a la vez, di-
ferentes piezas (o de realizar varios procesos al mismo tiempo) y que podemos orga-
nizar el proceso productivo utilizando diferentes métodos de produccién. Sea A; . ; el
numero de piezas del tipo k que se producen bajo el método de producciéon /-ésimo
utilizando la maquina i. Si A;; es el tiempo, expresado como fraccion de la jornada
laboral, que se emplea en utilizar la maquina i con el método de produccion /-ésimo
entonces la cantidad total de piezas del tipo k producidas usando todas las maquinas,
Zk» vendrd expresado por zx = >;; Ajxhi;. El mismo razonamiento que antes nos
conduce al Problema C: Determinar los #4;; tales que

1. hj; > 0 paratodoi,!.
2. iy hiy=1paracadai.

3. 2=21 = ... = Zp y z es maximo siendo z; = }};; A; k1 h;; para todo k.

Esincluso posible extender el problema atin mas y expresar muchos otros problemas de
la misma forma, sin embargo, creemos que con estos ejemplos al lector le habra bastado
para entender la idea detras de su aplicacion y de cuan versatil es la programacion
lineal a la hora de ser aplicada a problemas econémicos, en cualquier escala. El lector
interesado en ampliar sobre estos temas puede consultar [39] y [40]. Con respecto a la
escala, la solucion a los problemas que hemos planteado, que basicamente tratan sobre
la optimizacion del uso de maquinaria, hacen una mayor diferencia al ser aplicados a
sectores de la economia mas grandes.

3.3 No-linealidades

Hasta ahora hemos considerado que las variaciones en la economia se producen
de manera lineal. Esto significa que asumimos que para producir n veces mas (o me-
nos) cantidad de un producto x dado, necesitaremos n veces mas (0 menos) insumos.
Esta es la mejor aproximacion inicial al funcionamiento macroscoépico real de las eco-
nomias. Sin embargo, en un nivel mas detallado del andlisis se comprueba que hay
ciertos sectores que se comportan de manera notoriamente diferente: hablamos de
no-linealidades (ver figura 7).
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Figura 7: Ejemplos de funciones lineales (a), y no lineales (b,c,d). Si las entendemos
como funciones de produccion, el eje horizontal es la cantidad de insumos y el vertical
la de productos.

Hay distintos tipos de fendmenos que impiden un comportamiento lineal: costes
fijos, productividad marginal creciente, decreciente, etc... Ademas, incluiriamos entre
las no-linealidades a las situaciones econdémicas en las que se requieren resultados en-
teros.*’ Las incluimos porque estamos manejando una nocién de linealidad en sentido
estricto: en casos lineales podemos reducir o aumentar el conjunto de insumos/pro-
ductos por un ratio arbitrario, sin tener que limitarnos a resultados enteros.

3.3.1 Retos

Para facilitar la comprension intuitiva de estos retos, presentamos varios ejemplos
concretos de estos fenémenos en economias reales:

« Costes fijos: para visualizarlos, imaginemos un modelo lineal para el caso de la
extraccion de gas, de tal forma que encontrasemos una relacion de 2 horas para

43Nos referimos a las variables enteras, que desarrollamos en la siguiente seccidn, en la que se aclarard
tanto estas nociones como la distincidn respecto al “ratio arbitrario”
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extraer 1L de gas (de media). Considerando estos datos, podriamos concluir que
para extraer un total de un litro de gas solo necesitariamos dos horas de traba-
jo humano, sin embargo, en cuento afiadimos un poco de realismo al problema,
nos damos cuenta de que esto es un absurdo. Para sacar el primer litro de gas an-
tes deberiamos construir enormes instalaciones de extraccion y transporte que
requieren miles de horas de trabajo. Estas inversiones que necesitamos de base
para realizar ciertos procesos productivos y que no varian con la cantidad pro-
ducida son lo que llamamos “costes fijos” y son esenciales en diversos sectores.

« Productividades marginales: como ejemplos de una productividad marginal cre-

ciente y decreciente tenemos las economias y deseconomias de escala. Las eco-
nomias de escala se producen cuando, al aumentar la cantidad producida, los
costes medios por unidad producida se reducen (un ejemplo son los conglome-
rados capitalistas que utilizan esta ventaja en el mercado). Con las deseconomias,
por su parte, sucede justo lo contrario. En sectores como la mineria o la agricul-
tura, primero se cultivan las zonas mas fértiles y con mayor producto por hora
trabajada pero, segun estas se van acabando, se empieza a hacer uso de tierras
menos productivas, dando lugar a una productividad marginal decreciente. En
estos casos, si quisiésemos duplicar la produccion tendriamos que invertir mas

del doble de trabajo.

o Variables enteras: una variable entera (...,—-2,-1,0,1,2,...) se distingue de
las variables reales (0.1, -34.3,1,7,...) que manejamos en la programacion
lineal, en que no tienen parte decimal. Ejemplos econdmicos de variables enteras
son las fabricas o muchos de los bienes de consumo que se producen. De cara a
la planificacion, debemos tenerlas en cuenta para que el plan no prevea construir
un tercio de fabrica en un sitio dado o medio coche para tal tienda, por ejemplo.

A continuacidn, veremos las diferentes estrategias que se utilizan para abordar es-
tas dificultades a la hora de calcular un plan factible y aproximadamente éptimo.

3.3.2 Soluciones

Antes de entrar a los tipos de soluciones hay que hacer un apunte acerca de la uti-
lizacion de estas. Al tener que resolver problemas mas alla de la mera planificacion
lineal, la complejidad computacional 16gicamente aumenta, restringiendo mas o me-
nos nuestro margen de maniobra [41]. Esto, sin embargo, no nos impide aplicar estos
métodos a escalas inferiores a la directamente nacional: las soluciones exactas a los
problemas planteados pueden ser encontradas, en la practica, a otras escalas como la
sectorial, la regional o la local.** Existe una rica literatura de métodos més complejos

4 Ademas del enfoque algoritmico que exponemos en este trabajo, conviene destacar el tratamiento
de la complejidad que se ha hecho desde la cibernética. En la URSS de posguerra la modelizacion de
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pero muy utiles que se podrian aplicar en esos casos, rebajando la complejidad compu-
tacional mediante aproximaciones y garantizando resoluciones factibles en la practica.
Profundizar en las caracteristicas de estos es algo que excede lo limites de un articulo
introductorio, pero haremos una descripcion superficial de algunos ejemplos para que
el lector empiece a familiarizarse con los mismos.

Linealizacion por partes

Para enfrentarnos a funciones no lineales (como las productividades crecientes o
decrecientes, por ejemplo) podemos “linealizarlas”. Linealizar en matematicas es ele-
gir una funcidn lineal que se parezca mucho a la original, ya sea localmente (como en
el caso de la linealizacion por partes) o globalmente.

Un ejemplo intuitivo seria el modelo que se usa para la Tierra dependiendo de
nuestro objetivo. Todos sabemos que la Tierra es esférica (técnicamente esferoide) y si
nos dedicasemos a calcular orbitas de satélites estariamos obligados a tener en cuen-
ta esta esfericidad. Sin embargo, a la hora de disefiar un edificio o una red de tren,
asumimos que la Tierra es plana sin tener en cuenta su esfericidad, porque facilita los
calculos y a esta escala es irrelevante si es una esfera o plana.

Para encontrar un plan aproximadamente 6ptimo podemos utilizar exactamente
el mismo instrumento, considerando que en cada region local de las funciones no li-
neales hay una funcidn lineal que las aproxima bien (linealizacion por partes). Esta
herramienta se usa en muchos sectores; por ejemplo, podriamos linealizar los costes
de produccion cuando tenemos unos costes marginales decrecientes, y ademas se han
estimado con cierto error (tenemos una nube de puntos, ver figura 8).

Optimizacion no convexa

La optimizacion no convexa se da precisamente cuando tenemos comportamientos
de productividad marginal creciente (entre otros) como los de la economia de escala.
Esto da lugar a regiones factibles no convexas donde no podemos aplicar los métodos
que veniamos usando de programacién lineal.** Sin embargo, una herramienta que si
que se puede utilizar para resolver este problema es la de inscribir un poliedro convexo
P; en el interior de la region no convexa P de tal manera que podemos aplicar las

sistemas dindmicos con retroalimentacién continua gand mucha relevancia, precisamente, en el con-
texto de la planificacion a escala regional y local. Como cara visible de esta iniciativa, cabe mencionar
al poco conocido grupo de cibernéticos soviéticos del Instituto de Economia de Novosibirisk, Siberia
[42].

4SEl mecanismo matematico concreto por el cual este tipo de comportamientos, en ciertos bienes, dan
lugar a regiones factibles no convexas involucra las segundas derivadas de sus funciones de produccién.
Sin embargo, tanto este mecanismo como su traduccién en los comportamientos econdmicos reales se
encuentran fuera de los objetivos explicativos de este trabajo.
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Linealizacion por partes de los costes

Cantidad producida
- N W + OO0 O N

o

20 40 60 80 100
Insumos utilizados

Figura 8: Ejemplo de costes marginales decrecientes. Aproximamos la nube de puntos
por dos rectas, segtin se produzca mas o menos cantidad. La zona sombreada nos in-
dica el intervalo de confianza de la aproximacion.

herramientas de programacidon convexa en ella. Al obtener un maximo aproximado
x1 dentro de esa regién podemos usarlo para construir una nueva region convexa P»
que esta mas cerca de un 6ptimo de la region no convexa x; (al menos local) y repetir
de nuevo el mismo proceso (ver figura 9). De esa manera, por recurrencia acabariamos
acercandonos (con un pequefio margen de error) a un 6ptimo [21] (al menos local).

[75] n
[P) [F)
— —
< o4
S $—
2 2
= X1 =
[75] [75]
] L X
3 P X 3 P X
L L
@) @)
x* x*

Figura 9: Graficas representando los dos primeros pasos iterativos del método.

De hecho, es asi como funciona, inconscientemente, el mercado capitalista actual:
aproximando 6ptimos por recurrencia. La buena noticia es que en una economia pla-
nificada, al tener informacién de conjunto, no tenemos por qué conformarnos con un
6ptimo local de la region no convexa, sino que hay diversas herramientas de andlisis
que permiten encontrar el Optimo de toda la region x+. Al tener esta vision de conjunto
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podriamos ahorrarnos costes y aumentar la eficacia de procesos alli donde el mercado
es incapaz por su funcionamiento.

Programacion entera mixta

Por su parte, el problema de las variables enteras tiene una solucidon conocida con
el nombre de programacion entera mixta (MIP, por sus siglas en inglés). Esta es una
variacion de la programacion lineal a la que se le aflade la restriccion de que ciertas
variables sean enteras. La restriccion dificulta considerablemente el problema hasta el
punto de precisar de otros algoritmos tales como el “branch and cut”. El lector intere-
sado en este tipo de problemas puede consultar [43]. Representamos un problema de
MIP en la figura 10.

50
— 1x;+2x, <60
4x, + 2x, =180
40 — 3x1+4x, =140
— x120
5 i
n
©
L
9]
v
©
1))
8
[}
o
S
[an]

0 10 20 30 40 50
Bicicletas de montafia (x7)
Figura 10: La zona en blanco representa la region factible del problema de programa-
cion lineal que aparecia de la Seccion 3.2, mientras que los puntos en azul representan
la region factible de su correspondiente version entera, es decir, el problema de las bi-
cicletas imponiendo la condicién de que las variables sean nimeros enteros (problema
de programacion lineal entera).

Inteligencia Artificial (IA)

Otra propuesta para lidiar con no-linealidades es transformar la matriz tecnold-
gica a de tal manera que cada coeficiente, en lugar de ser un simple escalar a;;, seria
una funcién capaz de modelar economias de escala f;;(x;) [44]. De esta forma, la ma-
triz tecnologica F'(x) variaria en funciéon del nimero de unidades a producir de cada
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producto j.
(I-A)x=d — (I-F(x)x=d
an aiz ccc ai Ju(x) fiz(x) - fia(xn)
aefrmem g |l )
(an1 ana - apn| | f1(xn)  fa2(xn) o0 fan(xn) ]

Para que esta propuesta sea factible para la planificacion a gran escala, cada unidad
productiva debe ser capaz de modelizar de manera precisa la cantidad de insumos
necesarios para producir cada bien en funcién de las cantidades a producir, por lo
que seria preciso generar una cantidad ingente de modelos matematicos. Gracias a
los recientes avances en ciencia de datos e inteligencia artificial, este proceso podria
realizarse, hasta cierto punto, de manera automatica, ya que estas funciones f;; podrian
ser directamente “aprendidas” en funcién de los datos reales de producciéon de cada
una de las unidades de trabajo, tal y como propone Spyridon Samothrakis en [45].
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4 Complejidad computacional

En las secciones anteriores hemos visto como la optimizacion lineal nos es ttil para
organizar la economia de forma racional y eficiente, sin dinero. L. von Mises sostuvo
[46, 47] que esto ultimo era imposible debido a la complejidad de los calculos involu-
crados.*® Los propésitos de esta seccién seran, por un lado, definir con precision qué
se entiende por “complejidad de los calculos involucrados” —lo que llamaremos des-
pués complejidad computacional asociado con cierto algoritmo- y, por otro, mostrar
la complejidad computacional de ciertos algoritmos.

Cuando Mises formulé su famosa critica a la planificaciéon econdmica, la palabra
computador estaba asociada a un empleo y no al objeto utilizado hoy en dia para co-
nectarse a Internet, capaz de realizar miles de millones de operaciones aritméticas por
segundo. En el caso de la URSS, un computador podria imaginarse como un funcio-
nario del partido sentado en alguna oficina del Gosplan realizando sumas y restas a
toda velocidad, lo que conllevaba dos grandes limitaciones: el tamafio del problema a
resolver era muy limitado y los errores de cdlculo eran la norma. Sin embargo, dichas
limitaciones han sido superadas gracias a los computadores actuales, ya que pueden
realizar las mismas operaciones sin fallo y a una velocidad inimaginable para un ser
humano. En este caso, el calculo econdmico racional seria posible al disponer de al-
goritmos y recursos de computacion suficientes para resolver el problema de progra-
macion lineal lo suficientemente rapido [48].

4.1 El Concepto de complejidad

El analisis de la complejidad computacional es una rama de la algoritmica que pre-
cisamente intenta responder a la pregunta de si un problema matematico dado puede
resolverse bajo las condiciones tecnoldgicas actuales. La complejidad de un algorit-
mo viene dada por la relacion entre el numero de operaciones aritméticas simples y
el nimero de variables del problema. Por ejemplo, para contar el nimero de caracte-
res en una frase (p. ej., la frase ’jA planear!, que tiene 11 caracteres), inicamente se
necesita iterar o pasar por cada caracter, comenzando por el primero, y con cada nue-
va iteracion sumar 1 a un contador que originalmente estaba a 0. Cada una de estas
dos operaciones, iterar y sumar, son repetidas para cada nuevo caracter, por lo que

“SEn sus propios términos: “Se ha sostenido que en una economia socialista seria posible resolver
el problema del célculo econémico mediante la implementacion de las ecuaciones, considerando la
descripciéon que hace la economia matemadtica de las condiciones de equilibrio econémico. [...] [Sin
embargo] Hayek (1935) estima el orden magnitud del nimero de ecuaciones y calculos necesarios como
cientos de miles. [...] Es claro que la multiplicidad de datos, y el correspondiente establecimiento de las
ecuaciones, es una tarea ardua que va mas alld de la planificacion central. La imposibilidad practica
de llevar a cabo las propuestas relacionadas con esta o con cualquier solucién similar es ciertamente
indiscutible” [46].
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decimos que esta funcidn tiene una complejidad 7, donde 7 es el nimero de caracte-
res en la frase. Para expresar la complejidad del algoritmo utilizamos lo que se llama
la notacién O-grande, la cual expresa que el nimero de operaciones del algoritmo es
proporcional a, pero no exactamente, el numero de variables de nuestro problema .
Por lo tanto, decimos que la complejidad de contar los caracteres en una frase es O (n).

Pero, ;por qué no obtener el nimero de operaciones exacto? Esto puede ser mas
complejo de lo que parece a simple vista, ya que depende de muchos factores diferen-
tes, como el procesador en el que se ejecutara el algoritmo, el lenguaje de programacion
utilizado para implementarlo, como de eficiente es la implementacion en si, etc. Por
tanto, la notacion O grande proporciona una buena aproximacion bajo la cual poder
agrupar algoritmos segun su complejidad sin tener en cuenta todos estos factores.

Decimos que un algoritmo es “factible” o lo suficientemente “rapido” para ser eje-
cutado en las computadores actuales si pertenece a la clase de algoritmos con comple-
jidad P. La P denota que estos algoritmos pueden resolverse en tiempo (P)olinomial;
es decir, que su tiempo de ejecucion esta acotado por una expresion polinomial del
tipo O(n*) donde k es una constante positiva. Dentro de este grupo, decimos que los
problemas de complejidad lineal O(n) (i.e., k = 1) son los que tienen el grado de
complejidad mas bajo, seguidos de cerca por la complejidad logaritmica O(n log(n)).
En el siguiente nivel de dificultad, aunque atn pueden resolverse eficientemente en
los computadores actuales, estan los problemas con complejidad polinomial de orden
mayor que 1 (i.e., k > 1), por ejemplo O(n%) o0 O(n®) para k = 2y k = 3, respectiva-
mente.

Por otra lado estan los problemas de tiempo polinomial no deterministico (conoci-
dos como problemas de complejidad NP por su trascripcion en inglés Non-deterministic
Polynomial time), que tienen una complejidad O (e").*” Precisamente decimos que es-
te ultimo grupo de problemas es computacionalmente intratable, ya que el niimero
de operaciones crece exponencialmente con el nimero de variables, lo cual agotaria
rapidamente hasta el computador mas rapido. En principio, esta divisién entre pro-
blemas sencillos y complejos puede parecer un poco abstracta, sobre todo cuando no
comprendemos exactamente qué significa un logaritmo o la funcién exponencial. Sin
embargo, al comparar las diferentes funciones de complejidad en una misma grafica,
el motivo de esta division queda meridianamente claro, como puede observarse en la
Figura 11.

Podemos ilustrar las diferencias entre los problemas de tipo P y NP con un ejem-
plo. La complejidad de multiplicar dos nimeros primos tiene complejidad baja inde-
pendientemente del tamafo de dichos nameros (p. ej., 1180 - 1233 = 1.454.940 y

47El nimero de Euler e es aproximadamente 2,718.
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Figura 11: Evolucién de la complejidad computacional en funcién de n.

1 -2 = 2 implican “una dnica” multiplicacién).*® Sin embargo, si propusiéramos el
problema inverso, es decir, encontrar los dos nimeros primos que multiplicindolos
dan cierto nimero, puede llegar a parecer un problema sencillo a pequena escala (p.
ej., 15 = 3 - 5), pero se vuelve extremadamente complicado conforme los niameros se
hacen ligeramente mas grandes (p. ej., ;qué dos numeros primos dan como resultado
8.003 al ser multiplicados?*”). A primera vista, el problema de encontrar los nimeros
primos puede parecer poco interesante, pero justamente la criptografia se basa en la
dificultad de resolver este tipo de problemas y gracias a ella podemos, por ejemplo,
evitar que nuestros datos sean visibles para cualquier persona al transmitirlos cuando
nos conectamos a un punto de acceso WiFi.

Parece evidente que los casos lineal, logaritmico y polinomial O(n?) tienen una
complejidad mucho menor que el resto. En el otro extremo esta la complejidad ex-
ponencial, que extremadamente rapido se aproxima a una evolucion casi vertical. Los
seres humanos no solemos estar acostumbrados a tratar con tales magnitudes, por lo
que el concepto exponencial suele ser poco intuitivo. Quizas con un ejemplo el lector
se haga una mejor idea: el nimero de 4tomos en el universo conocido” se estima que
es, en el menor de los casos, 1080 (un 1 seguido de 80 ceros). jLa funcién exponencial
superaria este valor para n = 185! En otras palabras, si n fuera el nimero de articulos
en una economia, los algoritmos de complejidad exponencial no podrian ser utilizados
ni siquiera para planear una economia familiar. El lector avispado se habra percatado

8La multiplicacién de nimeros enteros es de complejidad O (n log n) desde el 2019. Véase Algorit-
mos de multiplicacion.

“Spoiler alert: 8.003 = 53 - 151

Yhttps://en.wikipedia.org/wiki/Observable_universe#Matter_content)E2%80%
94number_of_atoms
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de que, a primera vista, la complejidad polinomial O (n?) tendria un comportamiento
parecido, solo que crece a un ritmo inferior. {Nada mas lejos de la realidad! La clave
para entender este asunto esta en el punto n = 10, para el que la complejidad exponen-
cial es diez veces mayor que la polinomial O(n?). Esta diferencia crecera de manera
exponencial con cada incremento de n, por lo que en realidad no son para nada pare-
cidas. Este ultimo tipo de problemas requerirdn mas tiempo para ser resueltos, pero
los computadores actuales aiin pueden hacerlo a tal velocidad que podemos decir que
son factibles de ejecutar incluso para valores elevados de 7.

Una vez presentadas las diferentes complejidades que un algoritmo podria tener,
aun falta responder a la pregunta de como obtener la complejidad de un algoritmo da-
do. Este es un ejercicio fundamental para realmente comprender qué es la complejidad
computacional. La Seccion 2 ha introducido la inversa de la matriz de Leontief como
un elemento fundamental para la planificacién econdmica. Por lo tanto, la compleji-
dad que conlleva la inversién de una matriz cuadrada es un ejercicio excelente para
comprender la complejidad computacional en el ambito de la planificacion. Para ello,
nos vamos a basar en el método Gauss-Jordan®! para invertir matrices. Es importante
resaltar que este método no es el mds eficiente de todos, pero su simplicidad lo hace
tremendamente didactico.

4.2 Inversion Matricial: Método Gauss-Jordan

Supongamos una matriz cuadrada A,

a1 ai2 dig

A= ax1 a2 a3 |,

asy asz asgs
que ademas admite matriz inversa. El método Gauss-Jordan consiste en encontrar las
operaciones “elementales”™? que conviertan la matriz A en la matriz identidad /. Una

vez encontradas, dichas operaciones deberan ser aplicadas, en el mismo orden, a la
matriz identidad  para asi obtener la matriz inversa A~".

A continuacion, exponemos paso a paso las operaciones a realizar para convertir
Aenl:™

1. Dividir la fila 1 por a; 1. Operaciones realizadas: 3 divisiones.

lhttps://es.wikipedia.org/wiki/Eliminaci%C3%B3n_de_Gauss-Jordan

>2Estas operaciones consisten en sumar a una fila multiplos de otra fila, multiplicar una fila por un
escalar no nulo, cambiar filas de orden. El lector interesado en profundizar sobre el algebra lineal puede
consultar, por ejemplo, [49, 50]. Hay cientos de libros buenos que tratan el tema extensivamente.

>3Podemos suponer que 1,1 # 0 puesal A admitir matriz inversa ninguna columna de A puede tener
todas las entradas nulas, por tanto, intercambiando el orden de las filas siempre podemos garantizarlo.
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2. Restar a la fila 2 la fila 1 multiplicada por ag ;1. Operaciones realizadas: 3 multi-
plicaciones y 3 restas.

3. Restar ala fila 3 la fila 1 multiplicada por as ;. Operaciones realizadas: 3 multi-
plicaciones y 3 restas.

Después de estos tres primeros pasos, la matriz A ha pasado a ser la matriz A’, cuya
primera columna es idéntica a la primera columna de I:

4. Dividir la fila 2 por @/, .>* Operaciones realizadas: 2 divisiones (recordad que
0
=0).

’
as o

5. Restar ala fila 3 Ia fila 2 multiplicada por af ,. Operaciones realizadas: 2 multi-
plicaciones y 2 restas.

’ ’
L ay, ajg
’ _ 7
A =10 1 ay 3
”
0 0 asg

6. Dividir la fila 3 por aj , .”> Operaciones realizadas: 1 division.

1 ay, aj,
A”=10 1 aj,
0 0 1

En este punto, la diagonal de la matriz ya tiene todas sus componentes a 1. Ahora
solo queda proceder de la misma manera, pero en el sentido inverso.

7. Restar ala fila 2 Ia fila 3 multiplicada por a7 ;. Operaciones realizadas: 1 multi-
plicacion y 1 resta.

>4Podemos suponer, nuevamente, que ay, # 0 pues ninguna columna de la submatriz obtenida
puede tener todas las entradas nulas.

>>Podemos suponer, nuevamente, que az 5 # 0 pues ninguna columna de la submatriz obtenida
puede tener todas las entradas nulas.
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8. Restar ala fila 1 Ia fila 3 multiplicada por a] ;. Operaciones realizadas: 1 multi-
plicacion y 1 resta.

9. Restar ala fila 1 Ia fila 2 multiplicada por a] ,. Operaciones realizadas: 1 multi-
plicacion y 1 resta.

10
A" = 0 1
00

= o O

Después de todas estas operaciones, A”” = I. En total, este proceso ha requerido
un total de 28 operaciones aritméticas simples (6 divisiones, 11 multiplicaciones y 11
restas).”® Sin embargo, esto es solo para el caso en el que A es una matriz 3x3. Debemos
generalizar el calculo de las operaciones para una matriz arbitraria n X n.

4.3 Inversion Matricial: Complejidad

El método Gauss-Jordan podria verse como un método iterativo en el que cada
vez operamos con matrices mas pequenas. Dada la matriz n X n mostrada abajo y
partiendo del primer pivote (los pivotes son los elementos en la diagonal que deben
pasar a ser 1), el objetivo es hacer 0 todos los elementos en su misma fila y columna,
para posteriormente pasara a realizar la misma operacion con la matriz (n—1) X (n—1).

ail a2 di3s e ain
as 1
as,1

n-1)x(mn-1)
an1

Antes de comenzar, como antes, asumimos que A admite inversa®’ y consecuente-
mente podemos suponer que a1,; # 0 pues en caso contrario podriamos intercambiar
el orden de las filas para garantizarlo.

Para obtener el pivote a 1 es necesario realizar n divisiones (dividir la primera fila
por aj 1). Para que el primer elemento en cada fila i pase a ser 0, habra que realizar n
multiplicaciones (multiplicar la primera fila por a; 1) y n restas (restar los n elementos
delafilai conlosdelafila1). Esta operacion hay que repetirla para cadaunadelasn—1

*Los cambios de filas en los casos donde el ‘pivote’ fuera nulo no suponen ningdin cambio en la
complejidad computacional del algoritmo.
>’En caso contrario no se podria conseguir el objetivo del algoritmo.
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filas. Por ultimo, solo quedaria hacer 0 los n — 1 elementos restantes en la primera fila.
Cada elemento en la columna j pasaria a ser 0 multiplicando el pivote en la columna
J por ay,; y restando el resultado a dicha posicién en la primera fila. Por lo tanto,
esta operacion precisara de n — 1 multiplicaciones y n — 1 restas. Para calcular el total
de operaciones N (n), a las operaciones anteriores habria que sumarle las operaciones
necesarias para una matriz (n — 1) X (n — 1),°® resultando en la ecuacién (27).

Nn)=Nn-1)+ n +2-n-(n-1)+ 2-(n-1) . (27)
~—— S~ —_——— ~—
recursividad ~ Divisionespara  Nultiplicacionesy — Multiplicaciones y
hacer L el pivote  restas para hacer restas para hacer
0 la columna 0lafila

Los ultimos dos sumandos en la ecuacion (27) pueden combinarse en un solo tér-
mino, dando lugar a la expresiéon N(n) = N(n — 1) +n+2 - (n? — 1). Llegados a este
punto, tan solo queda continuar con el proceso iterativo:

Nn-1)=Nn-2)+(n-1)+2-((n-1)2-1). (28)

En la ecuacion anterior, simplemente hemos partido de la ecuacién para N(n) y
sustituido n por n—1, aplicando de este modo el concepto de recursividad. De la misma
manera, para obtener el numero total de operaciones habra que continuar paran — 2,
n—3, etc. hastallegar a N(1) = 1, porque la matriz mas pequefia que encontraremos es
la matriz 1 X1 correspondiente al ultimo pivote, que precisa de una inica divisién para
pasar a ser 1. Expresado en notacién matematica, la complejidad del método Gauss-
Jordan vendra dada por:

szn:[k+2-(k2—1)]=ik+2§n:k2—2§n:1. (29)
k=1 k=1 k=1 k=1

;Cémo pasamos de C a O (n?)? Por suerte, la ecuacién (29) puede ser simplificada
utilizando algunos trucos matematicos. El primero de ellos es bastante evidente: sumar
n veces 1 es igual a n. Por otro lado, el primer término de C es lo que se conoce en
matematicas como una progresion aritmeética, la cual puede ser simplificada de una
manera muy original:

k=1+2+3+---+(n-2)+(n-1)+n.
k=1

También puede reescribirse en el sentido inverso:

>8Cuando se pasa a los sucesivos pivotes, razonariamos como antes para garantizar que, cambiando
filas de orden si fuera necesario, el pivote sea no nulo. En este articulo asumimos que los cambios de
filas en los casos donde el pivote fuera nulo no supondrian un cambio en la complejidad computacional.

55


https://cibcom.org/

C lb com.o rg A:" : Cciber-comunismo

Zk:n+(n—1)+(n—2)+--~+3+2+1.
k=1

Sumando ambas expresiones obtenemos que 2 377 _; k = n(n+1) pues hay n sumas
delaforma j+ (n— j+1) = n+ 1. La expresion para 37} _, k? se obtendra a partir de
la férmula previamente deducida. Por un lado tenemos que

n

Z[(k+1)3—k3] =(n+1)3-1 (30)

k=1
y por otro lado se obtiene

n n

Z[(k+1)3—k3] = > [3k2 + 3k + 1] :3Zk2+32k+n. (31)

k=1 k=1 k=1 k=1

Juntando (30) y (31) podemos despejar Y} _; k? y obtener asi,

(32)

Zn: 12 = nn+1)(2n+1)
k=1 6

Llegados a este punto, la complejidad del método Gauss-Jordan puede ser reescrita
como sigue:

_n(n+1)_|_2 nn+1)(2n+1) 5 _4n3+9n2—7n

C n= . 33
2 6 6 (33)
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Figura 12: Comparacién de la complejidad O(n?) y ntimero exacto de operaciones del
método Gauss-Jordan.
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Recomendamos al lector resolver la ecuacion (33) para n = 3 y comprobar que
efectivamente obtiene el mismo resultado calculado para la matriz 3 X 3 en la sec-
cion 4.2.

Llegados a este punto, tan solo queda el ultimo paso para obtener la complejidad en
notacion O grande. Para n lo suficientemente grande, el elemento de mayor exponente
dominara en la expresion obtenida la complejidad total (véase la Figura 12). Por tanto,
la complejidad computacional del Método de Gauss-Jordan es O(n?).

4.4 Complejidad y planificacion econémica

Una vez comprendido el concepto de complejidad computacional, estamos en dis-
posicion de preguntarnos: spodria el método simplex ser utilizado para planificar una
economia moderna? A lo largo de las ultimas décadas, se han planteado diferentes
propuestas para resolver los problemas de programacion lineal, todas ellas con com-
plejidad polinomial, como se recoge en el cuadro 4. La posibilidad (o imposibilidad)
de utilizar dichos algoritmos para planificar una economia dependera del valor final
de n, el nimero de articulos a producir.

Podemos asumir que, en una economia moderna con altos grados de especializa-
cion, el numero de productos es proporcional (pero probablemente inferior) al nume-
ro de habitantes, ya que la elaboracién de ciertos productos complejos (p. ej., vehicu-
los, viviendas, computadores, etc.) requieren del trabajo de mas de una persona. Por
lo tanto, podemos reconocer que un limite superior para el parametro n seria, siendo
generosos, del orden de 107, en el caso de intentar planear toda la economia mundial
o economias del tamano de la India o China. Pues bien, desde 2006 ya somos capaces
de resolver problemas de tal magnitud en menos de una hora utilizando supercompu-
tadores que ejecutan cilculos en paralelo en miles de procesadores [51].°° En el caso
de problemas mas modestos con n del orden de 109, los procesadores de 4 nticleos de
la mayoria de computadores de sobremesa serian suficiente [53].

Como vemos, el problema de cdlculo economico en el socialismo, al menos desde el
punto de vista técnico, no es irresoluble en absoluto.Tanto los analisis de complejidad
computacional como los resultados empiricos demuestran que manejar problemas de
optimizacion del tamano de las economias actuales es a todas luces factible. Sin em-
bargo, hay que advertir que el problema del calculo econémico no se plantea solo en
términos técnicos, tal y como hemos planteado hasta el momento, sino que también

*Las tltimas investigaciones en este 4mbito han sido llevadas a cabo por Tomas Hirdin en [52],
donde analiza las capacidades de los supercomputadores actuales para resolver problemas lineales con
matrices dispersas (i.e., con la mayoria de entradas a 0), ya que es esperable que los insumos de cada
una de las industrias sea un subconjunto pequeno de todos los productos disponibles en una economia,
dando lugar a matrices tecnoldgicas dispersas.
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Autor Ano | Complejidad
Khachiyan 1979 O (n%)
Karmarkar 1984 O (n*9)
Renegar 1988 | O(n*87)
Vaidya 1989 O (n?9)
Lee y Sidford 2015 O (n?d)
Cohen, Lee y Song | 2020 |  O(n*373)

Cuadro 4: Complejidad computacional de los diferentes algoritmos propuestos para el

método simplex [54].

tendria un caracter puramente econdémico, relacionado con la valoracion y decision hu-
mana sobre los fines y los medios de la actividad productiva [48, 55]. Es precisamente
en este ultimo punto donde se enfoca parte de la critica austriaca actual a la economia
planificada y es por ello que, desde CibCom, tratamos a este tema como una de las
claves para para volver a poner la planificacion socialista en el tablero.
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5 Conclusiones

Una gran parte de los problemas de la planificaciéon econémica ensayada en los
denominados “paises del socialismo real” son subsanables hoy mediante un adecua-
do uso de ciertos instrumentos matematicos y computacionales modernos. Pese a lo
intrincado que puede ser acercarse a estos en un principio, es posible realizar una acer-
camiento pedagodgico a los mismos, permitiéndonos apreciar sus implicaciones prac-
ticas. La problematica econémica, resumida en la introduccion en la terna “Logistica,
Desarrollo, Viabilidad”, recibe una respuesta clara, coherente y sélida desde el progra-
ma ciber-comunista.

Centrandonos en la primera cuestion, la intencion es gestionar las cuestiones lo-
gisticas de manera mas precisa y eficiente que los mercados capitalistas y sus meca-
nismos: la competencia disciplinaria entre capitales independientes y la rentabilidad
monetaria como incentivo generalizado unidimensional. Ademas, se pretende hacer
esto evitando los mencionados vicios de la primeriza economia soviética; principal-
mente, el planificar el nimero de bienes de cada tipo intentando anticipar o predecir
las necesidades ciudadanas. ;Qué ensefianza podemos sacar de esto? ;Cuales son las
exigencias que se derivan de nuestro desarrollo?

1. La tasacidn de los bienes debe guardar proporcionalidad con los costes sociales y
considerar organicamente la escasez de los recursos naturales.

2. La planificacion debe establecerse en relacion a las necesidades efectivamente
expresadas en una pluralidad de instancias sociales, formando un sistema de re-
troalimentacion entre la Administracion y sus distintas ramificaciones a diferentes
escalas.®

3. Es necesario un sistema contable universal alternativo para poder representar u
homogeneizar distintos manojos de bienes con una unica unidad comun. Si no
somos capaces de utilizar uno no monetario, el uso del dinero prevalecera, con
todos los problemas que ello conlleva.

Pues bien, empezando por esto ultimo, el ciber-comunismo contempla a los de-
nominados costes laborales integrados como la tnica magnitud capaz de asumir esa
funcién. Las ventajas que nos aportan estos son, basicamente, dos. La primera y mas
evidente es que, incorporados dentro una metodologia insumo/producto, sientan los
cimientos para elaborar planes econémicos de gran detalle. Durante el proceso que

69Tal y como intentaremos explicar en los préximos tiempos, desde el ciber-comunismo, “la demo-
cracia [directa] es importante, no [solo] por razones morales, sino por ser capaz de capturar, de forma
detallada y en la mayor cantidad posible, informacién sobre la demanda, asi como de captar buenas
ideas que actualmente son ignoradas por el sistema de mercado” [56].
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nosotros hemos precisado para calcular los CLI de cada tipo de bien, hemos necesi-
tado determinar cuantas unidades de cada tipo de bien son necesarios para producir
una unidad de cualquier otro bien. Es gracias a esto que podemos llevar a cabo nuestra
estrategia basica de planificacion: determinar a partir de la matriz tecnoldgica la canti-
dad de unidades de cada tipo de bien que son necesarios producir para satisfacer una
demanda final en constante actualizacion. Como hemos visto, para ello solo se necesita
calcular la matriz inversa de Leontief.

La segunda ventaja es algo que solo hemos mencionado de puntillas: los CLI per-
miten establecer un sistema de compensacion alternativo a los salarios tal y como los
conocemos, basado en bonos o créditos laborales. Este permite adquirir ciertos tipos
de bienes de consumo en tiendas publicas sin problemas de desequilibrios persisten-
tes entre oferta y demanda efectiva (descritos en el Apéndice A). Para informarse sobre
esta propuesta recomendamos leer [10].

En cualquier caso, la férmula del éxito de la organizacidn ciber-comunista de la
logistica es la socializacion de la actividad econdmica; una centralizacion administra-
tiva que nos permita saber y movilizar los recursos disponibles democraticamente,
superando la opacidad informacional constitutiva de la propiedad privada.

En otro orden de cosas, encontrariamos la problematica del desarrollo. En toda
economia avanzada con multiples industrias y técnicas de produccidon para cada uno
de los productos, es necesaria una funcion de distribuciéon de recursos entre las dife-
rentes tareas economicas. En las sociedades capitalistas, esta funcion la llevan a cabo
el mercado, con sus desastrosas crisis periddicas derivadas de la competencia, y la fun-
cidn empresarial, con la falta de control democratico de la economia que esto implica.
En su lugar, proponemos la expropiacion de los medios de produccién y su gestion
colectiva mediante herramientas de optimizaciéon matematica para la ejecucién de las
decisiones econdémicas adoptadas. La optimizacion permite maximizar o minimizar
cierta funcion objetivo, como podrian ser la cantidad de trabajo en una sociedad o el
COs emitido, teniendo en cuenta los limites biofisicos del sistema (cantidad de ma-
terias primas consumidas, horas de trabajo disponibles, etc.). Utilizando este enfoque
alternativo conseguimos una mayor eficiencia, ya que se estarian tomando decisiones
optimas dado cierto nivel tecnoldgico, y, a su vez, permitimos un control democratico
sobre la economia, ya sea mediante plebiscitos o mediante el consumo de la poblacién
reflejado en la demanda.

La metodologia basica presentada para dar respuesta a estos problemas es la pro-
gramacion lineal, consistente en optimizar funciones lineales en un poliedro convexo.
Como hemos podido apreciar, esta es increiblemente versatil. La familia de problemas,
tanto microecondmicos como macroeconémicos, que pueden ser formalizados como
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problemas de programacion lineal es extensisima.

No obstante, como puede intuirse, la joya de la corona de la iniciativa ciber-comunista
es la promesa de que todas estos calculos y operaciones son computables en un tiempo
razonable y con la suficiente aproximacion; en otras palabras, que responde al deno-
minado problema de la viabilidad.

La idea de que esto es imposible, de que no se puede resolver el problema del célcu-
lo econdémico democraticamente, es apreciable en casi todos los rincones del espectro
politico. Desde los liberales hasta los socialistas de mercado, pasando por distintas
formas de socialdemocracia, encontramos a gente repitiendo los argumentos de la es-
cuela austriaca. Sin embargo, los grandes avances en las tltimas décadas en cuanto a
algoritmos de optimizacion mas eficientes y computadoras mas rapidas parecen indi-
car todo lo contrario.

Esbien conocido que la programacion lineal es facilmente tratable con computado-
res mediante algoritmos como el simplex. A su vez, problemas no-lineales mas especi-
ficos tales como los costes fijos, las economias y deseconomias de escala o las variables
enteras pueden encontrar respuesta cuando acotamos su escala adecuadamente. Para
cada reto, hay propuestas algoritmicas que permiten afrontarlo para poder maximizar
las ventajas del plan: linealizacion por partes, optimizacion no convexa, programacion
entera mixta, inteligencia artificial, etc.

Para cerciorarnos sobre esto, este documento ha ofrecido una introduccion al ana-
lisis de la complejidad computacional, la cual permite analizar de forma sistematica
la complejidad, ya sea en forma de recursos computacionales o tiempo de calculo, de
resolver un algoritmo dado. Creemos que toda critica que se precie al problema del
célculo econdmico deberia partir las herramientas que ofrece el analisis de la comple-
jidad computacional. Los estudios referenciados en este articulo demuestran que, en
el estado actual de la técnica, ya somos capaces de resolver problemas de optimizacion
para economias de escala planetaria, por lo que la supuesta imposibilidad del célculo
economico no parece ser tal.

Como broche final, no esta de mas recalcar que, para facilitar la exposicidn, el de-
sarrollo ha estado marcado por supuestos simplificadores enumerados en 2.2. Para
entrar en detalles y comprobar cdmo estas cuestiones pueden tratarse de manera mas
realista hay que “remangarse” y meter las manos en lo que hoy estan haciendo espe-
cialistas como Cockshott, Dapprich o Hardin. Lo cual no significa que no tengamos
una intencidn politica clara: mostrar, mediante el esclarecimiento de sus aristas mas
técnicas, la vitalidad del proyecto comunista y las bases sobre las que puede asentarse.
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Subrayemos algo que no siempre se explicita: no hay que ser un genio cibernéti-
co para descubrir lo “magico” de este programa de investigacion. La gran mayoria de
nosotros no tendra por qué inventar ninguna técnica matematica ni reajustar la com-
plejidad computacional de ningun plan quinquenal. Nuestra iniciativa de divulgarlo
con esta profundidad pretende, ante todo, que cada vez mas sectores de nuestra clase
seamos conscientes de que todo esto existe, que comprendamos cuan esperanzador es
lo que se insinua. Este es nuestro mensaje para todos los que sentimos los grilletes del
capital: jCamaradas, hay posibilidades para nuestra esperada democracia, esa semilla
que germinaba lentamente para quien sabe qué futuras cosechas, y cuyos brotes no
tardaran en hacer estallar la tierra!
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Sobre CibCom

CibCom es un colectivo interdisciplinar de origen espafol, pero con proyeccion a
Hispanoamérica, dedicado a la investigacion y difusion del emergente ciber-comunismo
(acrénimo de nuestro nombre): la propuesta orquestada por Viktor Glushkov y Staf-
ford Beer en la segunda mitad del siglo XX, y desarrollada por Paul Cockshott y Allin
Cottrell en las ultimas décadas. Nuestras filas estdn compuestas por estudiantes y es-
pecialistas tanto del mundo de las matematicas, la fisica y la ingenieria informatica y
de telecomunicacion, como de la filosofia, la economia y la sociologia, que, desde un
paradigma marxista, insisten en la necesidad de superar la economia de mercado.

Aspiramos a revitalizar las tradiciones revolucionarias después de décadas de clau-
dicaciones y retrocesos. Creemos que para que el movimiento obrero recobre su po-
tencial transformador debe reafirmar su proyeccion post-capitalista. Por ello, nos de-
dicamos, principalmente, a estructurar un cuerpo teorico solido y coherente sobre lo
que consideramos el principal dispositivo institucional de un programa politico socia-
lista: la planificacién democratica de la economia. Debemos volver a desnaturalizar la
propiedad privada. El poder obrero debe poder concretarse.
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Apéndices

A ;Por quélos bienes de consumo han de ser tasados en
funcion de los costes laborales integrados?

En esta secciéon vamos a razonar porqué los desequilibrios persistentes entre la
oferta y la demanda de la URSS no fueron ninguna casualidad, sino inevitables, al no
mantener ninguna proporcionalidad entre la tasacion, la demanda efectiva y los costes
laborales integrados (CLI).

Tal y como consideraba K. Marx, por ejemplo en [57], la planificacién econdmica
no puede tener otra base que los flujos de tiempo de trabajo entre las diferentes ramas
de produccién: “Una vez supuesta la produccion colectiva, la determinacion del tiem-
po, como es obvio, pasa a ser esencial.[...] Economia del tiempo: a esto se reduce final-
mente toda economia.[...] Economia del tiempo y reparticion planificada del tiempo
del trabajo entre las distintas ramas de la produccién resultan siempre la primera ley
economica sobre la base de la produccién colectiva”. Consecuentemente comencemos
haciendo explicitas las relaciones intersectoriales que representan flujos de tiempos de
trabajo. Vamos a agregar la economia en tres sectores:

(I) La produccién de medios de produccion.

(II) La produccion de medios de consumo individual que son adquiridos en tiendas
publicas en contra de certificados de trabajo u otro sistema de retribucion.

(III) La provisién de servicios a través de la caja comun, es decir, los individuos no
utilizan certificados de trabajo u otra forma de retribucion social por el trabajo
realizado para adquirirlos tales como los hospitales y las escuelas.

Al producto final (en horas de trabajo) del Sector (I) lo denominaremos bienes de
produccién (incluye madera, acero, cemento, ...etc) y lo denotaremos por m, y deno-
taremos por M1, M2, M3 al total de los bienes de produccién utilizados en el Sector
(I), (IT) y (III) respectivamente. Sabemos que los bienes de produccion se desgastan,
asumamos por simplicidad que una fraccidon ¢ de las mismas se desgasta cada afo. En-
tonces, para mantener cada sector en estado de reposo necesitamos M1, S M2, S M3
horas de trabajo respectivamente por afo. Si m, es el crecimiento final anual de m
tenemos

me =m — (OM71 + oMo+ 5Ms3) . (34)

Supongamos que el total de personas trabajando (denotémoslo por P) se divide en
Py, Py, P3 personas trabajando respectivamente en el Sector (I), (II) y (III). Para hacer
esta seccion lo mas general posible podemos asumir cualquier sistema de retribucién
que sea uniforme y ubicuo en el cual el resto de costes sean expresados y con el cual
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poder adquirir los bienes del Sector (II), como lo fue el rublo en la URSS, la unidad
monetaria en la URSS.®! Una vez fijado el sistema de retribucién, todos los flujos de
trabajo han de expresarse en dicha unidad comun pues en caso contrario no hay ma-
nera alguna de coordinar los diferentes sectores de la economia, es decir, se convierte
en la unidad contable sobre la cual la planificacién econdmica se asienta.

Por simplicidad asumamos que todas las jornadas laborales son iguales. Denote-
mos por w el sueldo de cada trabajador®” en el sistema de retribucién elegido. Al total
de costes expresados en la unidad contable elegida de m lo llamaremos c¢. Denotemos
por C1, Ca, C3 alos costes contables respectivos de cada sector. Puesto que cada sector
tiene como gastos los bienes de produccion desgastados y los sueldos de las personas
trabajando alli tenemos las siguientes ecuaciones:

Ci=coM| +wPq, (35)
C2 =coMy+wPsy, (36)
C3=coMs3+wP3. (37)

Denotaremos por b al producto final del Sector (II) (en horas trabajadas) y por
p a la cantidad de unidades contables que b representa. Por simplicidad asumimos
que las personas no son capaces de acumular unidades contables al final de cada afo;
informalmente, que no ahorran. Si 7 es la tasa de impuesto sobre la renta tenemos

pb=w(P1+Py+P3)(1—-1). (38)

Hasta aqui ¢ era una variable completamente independiente del resto, sin embargo, la
manera correcta de definir ¢ es dividiendo los costes contables del Sector (I) entre el
numero de horas de trabajo que el producto final del mismo sector encarna, formal-
mente:

c=Ci/m. (39)

Los impuestos totales recaudados y los “beneficios” netos del Sector (II) son lo que
financia la acumulacién neta de nuevos bienes de produccién y los costes contables del
Sector (II1),% es decir, tenemos

Cmg+C3=l‘W(P1 + Py+ P3) + pb—Cs. (40)

Asi, tenemos 8 variables libres m,, c, w, t, p, C1, C2, C3y 7 ecuaciones que constrifien
nuestras opciones. Si los ingresos publicos dependen exclusivamente de los impuestos,

INosotros no obstante, proponemos abolir el dinero y adoptar los certificados de trabajo como uni-
dad de retribucién, pero por no perder generalidad tratamos otros casos.

62Todas las horas de trabajo se remuneran de la misma manera.

3En el capitalismo esto no es cierto pues hay que afiadir el consumo personal de los capitalistas.
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entonces los precios sectoriales han de corresponderse con los costes laborales inte-
grados. Por el contrario, si los impuestos recaudados por de la Administracién no son
suficientes para financiar los servicios publicos (Sector III), entonces los precios de los
bienes de consumo (Sector II), tienen que ser mas elevados que los costes laborales
integrados, acarreando un efecto inflacionario.

Hasta aqui s6lo hemos hablado de las relaciones intersectoriales que han de ve-
rificarse en cualquier economia, ahora analicemos las restricciones intrasectoriales.
Incluso asumiendo que la poblacion se mantiene constante, el consumo individual es
muy variable. ;Han los precios de cada uno de los productos del Sector (II) correspon-
derse con sus respectivos costes laborales integrados salvo, a lo sumo, fluctuaciones
derivadas de cambios en patrones de demanda? Si, pues es la unica forma en la cual
los ajustes que las personas realizan en sus patrones de demanda serian compatibles
con la asignacion, a priori, de la fuerza de trabajo a cada tipo de articulo.

Veamos esto con un sencillo ejemplo; asumamos que un grupo de bienes de con-
sumo, por ejemplo, las mesas, estan extremadamente devaluadas en comparacioén con
otro grupo de bienes, por ejemplo, las botellas de vino. Pongamos que las botellas
de vino tienen un precio cercano a su coste laboral integrado mientras que las mesas
tienen la mitad de precio que su coste laboral integrado. Los consumidores podrian
cambiar parte de su consumo de botellas de vino a mesas. Digamos por ejemplo que
deciden reducir su consumo de botellas de vino en lo equivalente a 5 millones de ho-
ras de trabajo y gastarlas en su lugar en mesas. Teniendo en cuenta que los precios de
las mesas equivalen a la mitad de sus costes laborales integrados, pareceria que esas
cinco millones de horas de trabajo que van destinadas a consumir mesas (en lugar de
botellas de vino) podrian ser suficientes para comprar 10 millones de horas de trabajo
de mesas. Sin embargo, incluso si los trabajadores que en el pasado produjeron esas 5
millones de horas de trabajo de botellas de vino fueran transferidos a la produccién
de mesas, eso no seria suficiente para producir las 10 millones de horas de trabajo de-
mandadas en mesas. Mds en general, si los precios no son proporcionales a los costes
laborales integrados ni a la demanda efectiva, los cambios en los patrones de los con-
sumidores,®* implicarian, o bien una demanda demasiado grande para ser satisfecha
con el tamafio de la poblacidn activa, o bien, en caso de cambiar de un tipo de bien a
uno sobre-evaluado, a que una cierta porcidn de la fuerza de trabajo sea redundante.

Otros problemas que podrian aparecer al subvencionar productos serian, por un
lado, la creacidon de mercados negros, pues por lo mencionado anteriormente apare-
ceria escasez de productos e incluso acaparamiento de dichos productos por parte de
ciertos grupos y, por otro lado, existirfa una dualidad en los precios de los articulos

64Es decir, que pasan de gastar lo equivalente a un cierto ntimero de horas de trabajo en un tipo de
articulo a gastarlo en otro tipo de articulo.
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subvencionados, al tener su precio real en el extranjero frente a su precio local.

Por tanto, uno de los problemas que la URSS persistentemente enfrentaba era una
consecuencia inevitable de las politicas econémicas implementadas. La leccion es muy
sencilla de aprender: debemos poder calcular de manera exacta los costes laborales in-
tegrados de todos los tipos de articulos y distribuir los bienes de consumo de las tien-
das publicas en contra de lo equivalente a sus costes laborales integrados para poder
coordinar de manera satisfactoria la economia sin problemas persistentes de desabas-
tecimientos y sobreproduccion.
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